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1.1 数值 计算 方法 


1.1.1 什么 是 数值 计算 方法 


数值 计算 方法 是 在 解决 科学 研究 和 工程 实践 中 遇 到 的 复 亲 癌 题 的 长 期 过 程 中 形成 的 一 门 
学 科 ， 

一 般 而 言 ,在 科学 研究 和 王 程 实践 中 通 到 的 各 种 复杂 的 实际 问题 ,通常 可 以 用 物理 模型 和 
数学 模型 来 描述 。 通 过 对 数学 模型 (物理 模型 一 般 转 化 成 数学 模型 来 研究 ) 进 行 理论 分 析 和 求 
解 , 最 狼 得 到 问题 的 解 。 然 而 ,并 不 是 所 有 的 数学 模型 即 数 学 问题 都 能 够 采用 数学 分 析 的 方法 
来 进行 求解 。 

何如 : 若 已 知 两 个 变量 工 秋 东 之 间 的 一 组 离散 数据 (riyy)0G 一 0,1.…'z) ,要 通过 这 组 数 
据 找到 变量 zx 和 y 之 间 的 郴 数 关系 , 即 数学 表达 式 》= 一 zz), 则 该 问题 直接 用 数学 分 析 方法 来 
解决 就 比较 困难 。 

对 于 常 微分 方程 的 初 值 问题 ,例如 ,一 阶 常 微分 方程 的 初 值 问题 

下 (rr) 一 ArzoDozrELab 
3 一 3 
用 解析 法 一 般 只 能 求 得 某 些 类 型 微分 方程 的 解 一 y(z?y 而 不 能 得 到 所 有 微分 方程 的 解 。 
对 于 定 积分 问题 , 兰 函 数 .zxz) 在 区 间 [Le, 引 上 连续 量 其 原 函 数 为 形 (z), 则 有 : 


| eepaz=Pco 一 Fe 
但 是 , 姐 果 当 铁 积 西数 zxz) 林 能 找到 用 初等 函数 有 限 形 式 表 示 的 原画 数 时 ,例如 : 
7(z) 一 2 sinztcosz2) Te ww 十 35 


或 者 当 y=Az) 之 间 的 函数 关系 是 以 离散 的 数据 (mw2G=0,1……a) 来 表示 时 , 则 定 积分 的 
讨 算是 比较 困难 的 。 

还 有 许多 实际 问题 在 求解 其 数学 问题 的 解 时 ,虽然 能 够 证 明 解 的 存在 性 与 惟一 性 ,但 要 给 
出 解析 解 则 是 很 困难 的 。 可 见 ,数学 分 析 方 法 看 在 填 一 定 的 局 限 性 。 

怎样 解决 这 类 问题 呢 ? 下 面 仅 以 一 稚 常 微 分 方程 的 初 值 问题 为 例 ,说 明 如 和 何 用 数值 计算 方 
法 来 解决 这 类 问题 。 

由 一 难 常 微分 方程 可 得 到 世 点 处 的 导数 y (Cr), 即 : 

fr 一 
再 利用 导数 和 差 商 的 近似 关系 
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2ay |: /7 十 和 [一 Ar) 3 一 3 
本 本 一 一 


得 到 关 分 方程 为 ， 


YYCRtD 一 JE Yo) 一 2 rz yy ) 
十 1 


从 而 得 到 一 阶 常 微 分 方程 解 y 一 ?Cr) 的 离散 值 的 递 推 计 算 公式 为 : 
CT 
由 该 递 推 公式 ,可 以 计算 出 -- 阶 常 微分 方程 在 任意 给 定点 二 址 1 2) 的 数值 解 y(4rs)， 

由 此 可 见 ,一 个 连续 的 数学 问题 最 终 可 以 转化 为 -个 离散 的 数学 问题 来 解决 , 即 连续 的 数 
学 问题 最 终 可 按照 一 定 的 规则 进行 一 系列 的 算术 运算 和 时 辑 运算 而 得 到 计算 结果 。 这 就 是 所 
谓 的 数值 计算 或 科学 计算 .因此 ,数值 计算 方法 就 是 研究 如 何 把 数学 问题 归结 为 数值 计算 的 问 
题 ( 即 如 何 构造 数 利 计算 疝 题 的 算法 ), 且 当 实 际 后 题 的 精确 解 无 法 得 到 时 ,如 何 才能 得 到 足 钱 
准确 的 数值 解 ,以 及 解 的 特性 和 各 种 计算 方法 的 优 缺 点 及 其 适用 范围 。 或 者 说 ,数值 计算 方法 
就 是 研究 各 种 数学 问题 数值 解法 的 理论 和 方法 , 包 揪 计算 方法 的 查 造 与 求解 过 程 的 理论 分 析 
和 竺 法 结 机 。 因 此 相对 于 数学 分 析 而 音 , 数 和 昔 计 算 方 法 又 被 称 为 数值 分 折 . 数值 计算 广 法 是 寻 
求 数 学 问题 近似 解 的 方法 .过 程 及 其 理论 的 一 个 重要 数学 分 支 。 

应 该 注意 ,在 本 书 中 数值 计算 方法 和 计算 方法 在 概念 上 是 有 所 区 别 竟 .数值 计算 方法 是 指 
研究 各 种 数学 问题 数值 解法 理论 和 方法 的 总 称 ,是 一 门 学 科 ; 而 计算 方法 则 是 指 具体 解决 某 一 
数学 问题 的 数值 计算 的 方法 和 等 法 ,两 者 不 应 混 消 。 

数值 计算 方法 在 科学 研究 和 生产 实践 中 得 到 了 畴 泛 应 用 。 最 近 半 个 批 纪 以 来 ,科学 研究 的 
实践 使 人 们 越 来 越 清 楚 地 认识 旬 , 当代 科学 研究 方法 论 应 该 由 理论 ,实验 和 科学 计算 三 大 环节 
所 组 成 ,科学 计算 已 成 为 科学 研究 方法 的 重要 组 成 部 分 。 

例如 ,在 科学 计算 中 届 到 的 复杂 问题 可 能 是 : 

4) 采用 数学 分 析 方 法 太 难 的 设计 计算 ， 

(2 需要 反复 名 次 的 计算 ， 

(3)》 采用 人 工 计算 太 药 的 设计 计算 ; 

《4) 大 量 的 数据 处 理 。 

这 些 计算 问题 信 仅 依 笋 大工 计算 的 方法 是 不 现实 的 ,甚至 是 不 可 能 的 ,必须 采用 计算 机 来 
进行 计算 .由 于 计算 机 只 能 依据 给 定 的 指令 (对 一 定数 位 的 数 ? 完 成 加 , 减 . 乘 , 除 四 则 算术 运算 
和 一 些 逻 辑 运 算 ,因此 计算 机 特别 适合 用 于 数值 计算 。 随 着 计算 机 性 能 的 不 断 提高 ,计算 机 运 
算 速 度 越 来 越 快 ,存储 数据 的 容量 越 来 越 太 ,人 们 往往 更 喜欢 便 用 计算 机 来 帮助 解决 实际 问 
题 。 一 个 实际 问题 采用 计算 机 来 求解 的 具体 步 丽 如 图 1. 1 所 示 。 


设计 、 编 制 上 机 计算 
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图 1.1 应 用 计算 机 解决 实际 问题 的 过 程 
因此 ,学 好 数值 计算 方法 这 门 课程 十 分 重要 。 


1.1.2 数值 计算 方法 的 特点 
数值 计算 方法 具有 以 下 几 个 特点 ; 
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1) 具有 理论 和 技术 的 二 重 性 

数值 分 析 是 相对 于 数学 分 析 ( 残 理论 分 析 } 的 一 种 数学 方法 , 它 不 同 主 纯 数 学 那样 只 研究 

学 本 上身 的 问题 ,而 基 着 重 研 究 数 学 问题 的 数值 解法 及 其 相关 理论 (数值 解 的 收 伍 件 、 稳 定性 
和 误 状 分析 等 ) .但 它 仍 然 是 以 一 定 的 数学 理论 为 基础 进行 的 。 有 坚 计 算 方 法 虽然 在 理论 上 并 
不 完善 ,但 通过 实际 计算 ,对 比分 析 等 手段 ,被 证 明 是 行 之 有 效 的 经 常会 采用 :而 有 些 计 算 方法 
虽然 在 理论 上 较为 完善 ,但 通过 实际 计算 是 不 可 行 的 却 常常 要 放弃 。 因 此 ,数值 计算 方法 嫩 具 
有 数学 分 析 的 理论 性 .抽象 性 与 严谨 性 ,又 具有 实际 应 用 的 技术 性 和 可 行 性 的 特点 。 

2 计算 过 程 是 面向 计算 机 的 

订 算 过 程 是 面向 计算 机 还 是 面向 人 工 计 算 ,存在 着 较 大 区 别 。 随 着 计算 机 的 迅速 发 展 , 数 
值 计 算 方 东 应 该 面 网 计算 机 ,应 该 根据 数字 计算 机 的 特点 (计算 机 只 能 进行 加 , 减 . 乘 、 除 四 则 
算术 运算 和 一 些 逻 辑 运算 ) .提出 实际 可 行 的 .有 效 的 和 计算 复杂 性 (计算 精度 .时 间 复 休 性 和 
窗 间 复杂 性 等 ) 通 当 的 计算 方法 。 

3) 计算 方法 可 以 用 数值 实验 证 实 

基 些 计算 方 东 的 优 睹 程度 .可 行 性 和 有 效 性 等 完全 可 以 通过 数值 实验 得 到 证 明和 验证 .。 数 
值 实 验 和 数学 理论 分 析 一 样 ,都 是 数值 计算 方法 的 重要 研究 手段 。 


1.1.3 数值 计算 方法 的 常用 算法 


使 用 计算 机 进行 数值 计算 ,把 对 数学 问题 的 求解 运算 转化 为 有 限 数 位 数 的 有 限 四 则 运算 
和 有 还 辑 运算 ,并 对 运算 顺序 有 完整 而 准确 的 描述 和 规定 ,就 是 数值 计算 方法 的 算法 ， 通常 有 离 
获 化 莫 法 , 递 推算 法 . 近 算法 和 构造 性 算法 等 。 


1. 离散 化 方法 
离散 化 方法 就 是 通过 极限 方法 , 通 近 方法 等 基本 思想 和 方法 ,把 连续 性 的 数学 问题 转化 成 
离散 的 数学 癌 题 来 处 理 ， 
例 11 定 祝 分 的 数值 计算 方法 ， 
T=| Feedz 
解 由 于 计算 机 无 法 计算 这 个 连续 性 的 数学 问题 , 故 可 将 此 问题 转化 为 离散 的 数学 问题 
来 处 理 , 即 ， 3 


《1 将 区 癌 [La ,ob 分 成 m 等 分 , 即 : 
8 一 TST 人 其 中 古寺 To 十 瑟 人 一 革 9 2 
右 一 全 
《2) 将 每 个 小 区 间 [r -zjG 一 112 所 对 应 
的 小 曲 边 形 的 面积 5 用 小 梯形 面积 近似 代替 (如 图 1.2 
所 未 ), 即 ， 


站 
袜 广 LA 十 0)] 转 1.2 定 积分 近似 计算 





站 二 








各 上 一 本 加权 上 到 一 一 一 一 二 
bu 一 


S 一 "5 S、 生 [er 中 +7Go]= 生 [7o+2SAcm+7e] 


“二 数值 计算 方法 (MATI1.AR 语言 版 ) 


最 后 得 到 定 积 分 的 数值 计算 公式 为 ; 
| Ardrs3Lo-H2SAGDTAGD] 


2， 递 推 方法 


递 推 方法 就 是 构造 关于 离散 变量 之 间 的 计算 公式 ,并 可 以 由 某 个 已 知 的 离散 变量 值 ( 即 硒 
始 值 ) 逐 落 推 导出 所 有 的 离散 变量 值 。 

例 1.2 求 多 项 式 辣 (rz 一 ao 十 ar 十 cr 十 … 十 az 在 给 定点 rz 处 的 值 ( 当 各 项 系数 和 = 已 
知 时 >。 

解 ” 取 中 间 变 晤 上 和 zy, 设 右 王 15ao 一 ao 则 有 : 

在 一 站 一 交 直 一 5 十 如 站 一 2 闻 十 村 | 工 
夏 十 一 六 一直 十 二 下 一 全 十 全 二 十 算 2 
站 一 了 一 一 下 十 嫩 3 一 站 十 全 二 十 全 2 十 加 3 
最 后 可 以 得 到 ， 
让 二 人 
| ， 玫 一 ] 2 3 时 
不 一 工 三 

其 中 心 一 lz 一 ae。 显然 ,通过 上 述 递 推 公式 ,可 由 上 避 - 求 得 xs 并且 有 户 (Cz) 一 as。 

假 设 在 递 推 化 方法 中 ,zi 由 了 递 推 计 算出 来 。 如 果 当 ”趋向 ce 时 ,zi 趋向 某 个 芝 数 C， 


则 称 之 为 适 代 法 ,例如 , 设 有 已 一 坟 
v 本 ,nr 的 递 推 计算 公 式 即 为 迁 代 公式 , 它 可 以 用 来 计算 < 的 近似 信 ， 
3. 逼近 方法 


交 近 是 指 用 简单 函数 关 xz)? 的 值 近似 代替 贾 数 六 rz? 的 值 , 7 六 zx) 称 为 被 台 近 机 数 ,PCz) 称 为 
通 近 梢 数 , 两 者 的 莽 e(Cz)= rz) 一 关 orz) 称 为 通 近 误差 或 余 项 。 

所 谓 简 单 王 数 是 指 可 以 用 四 则 运算 进行 计算 的 函数 ,如 多项式 ,有 理 函 数 等 。 播 伸 和 拟 合 
是 常见 的 遂 近 方法 。 

例 1.3 计算 无 理 数 e 的 近似 值 。 

解 ”对 于 国 数 六 xz) 一 后 ,在 z=0 处 用 Tayjor 公式 展开 ,得 


所 旧 
一 1 十 十 贡 十 汪 士 二 十 … 
! 天 


《am0iTroD0ina 一 1,23)， 当 na 一 co 时 ,7 一 








如 
zt 


取 一 ] ,得 
e=1 十 1 十 让 十 … 十 本 十 … 
1 好 | 
这 是 一 个 无 限 求 和 过 程 , 无 法 进行 实际 计算 。 根 据 示 近 方法 ,可 得 到 无 理 数 e 的 计算 公式 
1 ] 
ee1 十 1 十 让 十 人 十 于 
再 利用 Taylor 公式 的 余 项 进行 误差 估计 , 即 ， 
只 (Crz) 一 时 一 1 十 z 十 亚 十 … 十 
所 以 ,无 理 数 e 计算 公式 的 误差 为 ; 


了 四 ， 
本 | 一 TeE (0,1) 
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一 一 -一 一 


一 一 -一 一 -一 。 一 








一 一 一 一 


下 可 二 
RS 辣 TS 


它 与 有 关 。 鱼 用 通 近 法 时 ,一 定 要 进行 误差 分 析 。 李 例 中 的 通 近 法 芝 芝 称 为 截断 法 。 
4. 构造 方法 


某 些 计算 方 法 在 证 明 一 个 数学 问题 的 解 的 存在 性 时 ,可 使 用 所 谓 构 造 式 的 方法 .构造 方法 
不 仅 能 名 证 明 解 的 存在 ,而 且 可 以 同时 给 出 解 的 有 具体 表达 式 ( 或 近似 计算 公式 )。 
例 世 4 证 明 一 元 二 次 方程 az 十 5r 二 ce 一 0 天 0 当下 一 各 cm20 时 有 两 相 异 实 根 。 


一 
十 天 | 十 一 必 ， 


证 如 十 站 了 十 习 一 妈 1 
所 以 , 当 产 一 4ac>0 时 有 了 两 相 蜡 实 根 ， 
_ 一 二 YE 一 4arc -Yec 

3 2a 1 G 


应 当 注 意 , 在 实际 解决 一 个 具体 问题 时 ,往往 会 同时 用 到 数值 计算 方法 的 几 种 算法 ， 
1.1.4 数值 计算 方法 的 主要 上 内容 


能 够 用 数值 计算 方法 来 解决 的 数学 问题 十 分 广泛 .本 书 主要 讨论 以 下 主要 内 容 : 非 线性 方 
程 的 求 根 . 搬 值 与 曲线 拟人 台 ,数值 积分 .党 微分 方程 的 数值 解法 .线性 方程 组 的 数值 解法 等 。 

学 习 数 值 计算 方 法 这 门 课 竹 , 应 该 针对 要 解决 数学 问题 的 类 型 ,掌握 其 计算 方法 的 基本 原 
理 . 基 本 思想 和 方法 技巧 .在 具体 应 用 数值 计算 方法 解决 实际 问题 时 ,还 要 重视 数值 精度 . 收 伍 
性 和 稳定 性 .计算 量 等 问题 ,因为 它 是 评价 一 个 计算 方法 优 和 劣 的 重要 指标 。 量 后 通过 例题 学 习 
和 大 量 练 习 , 学 会 灵活 使 用 各 种 数值 方法 来 解决 实 蛛 的 计算 问题 。 

MATIAS 程序 谐 言 是 科学 计算 的 计算 机 高 级 编程 请 言 , 本 书 第 7? 章 系统 而 简明 地 介绍 
了 MATLAB 语言 编程 的 基本 内 容 , 并 且 全 国 使 用 MATLAB 诺言 编制 有 关 霓 值 计算 方法 的 具 
体 算 法 程序 ,附录 A 给 出 了 部 分 数值 计算 方法 的 程序 。 


1,.2 误差 和 有 效 数 字 


疡 1 一 4ac 
< 十 训 | 一 








业 2 


1.2.1 误 关 和 误差 限 


在 数值 计算 中 使 用 的 数 通 常 有 两 种 类 型 :一 种 是 能 够 准确 反 了 瑞 客观 事物 数量 关系 的 精 靖 
数 ,如 一 个 班级 有 30 名 学 生 ,其 中 172 为 男生 ,172 为 女生 ,男生 拥有 的 电脑 数 为 女生 的 3 傍 ,等 
等 ,这 些 数 和 实际 值 之 间 没 有 任何 差异 : 另 一 种 是 近似 反 卫 客 观 事物 数量 关系 的 近似 数 , 如 一 
本 书 重 0. 15kg ,一 个 物体 长 20cm 等 ,如 果 改 变 观 测 方法 、 提 高 测量 精度 ,这 些 数 据 虽 然 会 更 准 
确 些 ,但 仍然 会 和 实际 值 之 则 存在 着 一 定 差 异 ,这 种 差异 就 是 误差 。 在 数值 计算 中 用 到 的 数据 
大 部 分 情形 都 是 近似 数 , 氏 此 控制 计算 误差 ,提高 计算 精度 是 十 分 重要 的 问题 。 下 面 将 讨论 有 
关 误 差 的 问题 。 


1. 绝对 误差 和 绝对 误差 限 


设 数 z "为 精确 数 ( 精 确 值 或 直 值 ), 数 z 为 其 近似 数 ( 近 亿 值 》, 则 
村 二 二 二 ”一 家 【]. IT) 


* 站。 数值 计算 方 共 (MATLABD 放言 版 ) 


测量 和 计算 情况 ,如果 总 有 


|e(Cz) 一 ] 一 | 和 (1. 2) 
成 立 ' 则 称 s 为 近似 值 e 的 绝对 误差 限 。 显 然 有 
[一 ES < 了 T 十 ' 【1. 3) 
这 表明 精确 数 介 于 某 两 个 数 之 问 。 因 此 在 工程 上 ,精确 值 r 常常 可 表示 成 另 -… 种 形式 ， 
.FT ”一 .了 十 上 (1 44》 


例 1.5 用 一 把 最 小 刻度 为 ]Intm 的 尺子 ,测量 旧 子 的 长 度 , 读 出 来 的 值 是 * 一 1235mm ,这 
是 桌子 长 度 z 的 近似 值 ,此 近似 值 的 绝对 误差 为 : 


1r 一 了 一 lzr "一 1235|mm 二 7 mntn 


所 以 1234. Smtn<ss.r "<1235. 5rmrmn 
这 表明 桌子 长 谭 的 真 值 r* 在 [1234. 5,1235, 5] 之 间 , 即 
z 一 (1235 汪 上 5)nmam 

这 里 ,绝对 误差 限 s 为 近似 值 z 末 位 的 半 个 单位 。 

例 1.56 用 游标 卡 扩 测量 某 个 物体 的 长 度 了 ” ,其 读数 是 rc=12. 56mm。 由 于 游标 卡尺 的 最 
小 刻度 为 0. 02mm, 故 物体 的 长 度 z "应 记 为 ; 

T" 一 (12.56 士 0.02) mm 

这 里 ,绝对 误差 限 s 为 近似 值 z 末 位 的 2 个 单位 。 

绝对 误差 不 足以 刻画 近似 数 的 精确 程度 ,如 用 游标 卡尺 测量 一 个 物体 的 尺寸 ,其 误差 为 
0. 1mm 是 不 允许 的 ,而 测量 一 个 人 的 身高 ,误差 为 lmm 则 是 允许 的 . 因此 ,要 决定 一 个 近似 值 
的 精确 程度 ,除了 绝对 误差 以 外 ,还 必须 考虑 此 数 本 身 的 大 小 , 即 有 相对 误差 的 概念 。 


2. 相对 误差 与 相对 误差 限 
定义 近似 数 工 的 相对 误 葡 为 ， 


er 一 【一 下 Jr 
由 于 精确 数 了 "在 一 般 情形 下 无 法 得 知 ,而 zs=*z*, 故 相对 误差 常用 下 列 定义 ， 
Br TD 一 《一 人 (1. 5》 
相应 地 , 梢 对 误差 归 s 定义 为 ， 


le 人 z)| = 局 <E 《1. 6) 





1.2.2 有 效 数 字 


数学 上 常用 "四 合 五 人 ”的 法 则 将 一 个 位 数 很 多 的 数 表示 成 一 定位 数 的 数 。 如 果 一 个 近似 
数 的 误差 限 是 它 某 一 位 的 半 个 单位 , 则 称 它 准确 到 这 一 位 ( 即 该 位 数字 是 准确 的 .有 效 的 和 可 
靠 的 )。 并 且 , 从 该 位 起 真 到 前 面 第 一 个 非 敬 数字 为 止 的 所 有 数字 都 称 为 有 效 数 字 , 即 有 ， 
定 尽 11 设 z* 是 一 个 精确 数 ,r 是 它 的 近似 数 , 洁 
| 一 了 1A2 光 107 《1.7) 
就 是 说 ,用 了 近似 表示 时 淮 确 到 小 数 点 之 后 第 ”位 (精确 度 ), 并 把 从 该 位 起 到 > 的 第 一 位 非 
堆 煞 字 之 则 的 一 切 数字 都 叫做 有 效 数字 , 并 把 有 效 数 字 的 位 数 叫 和 敬 有 效 数 位 。 


第 | 前 ， 慨 论 


例如 , 若 将 数 .cr 用 规格 化 形式 表示 , 则 有 
一 二 站 crest 天) 《1 史 ) 
其 由, 为 有 效 数 字 的 位 数 ,om 为 阶 数 。 7 的 确定 上 法 如 下 ! 
当 |zl 亿 1 时 , 则 天 = 整 数 部 分 的 位 煞 ; 
当 0. 1 近 | 人 < 之 1 时 , 则 天 一 和; 
当 |z|<0.1 时.: 则 可 三 一 《小数点 后 零 的 个 数 )。 


大 
| 六 | 172X10 二 1172 区 10 人 人 一 1 2 尖 107 ， 上 入 。 委 (1.9) 
则 了 的 有 效 数 位 为 : 
一 晴 寺 珈 《1 
应 用 公式 (1.9) 和 (1. 10) 训 以 煌 断 一 个 数 的 某 一 位 数字 是 否 为 有 效 数 字 , 从 而 可 攀 定 该 数 
的 有 效 数 位 。 


例 1.7 确定 数 0.08698,.0. 8698 .869.8 和 8698 的 有 效 数位 。 
解 对 于 数 0.08698 一 5 天 二 一 1 一 正二 内 一 4 

对 于 刍 0.8698 ,0 一 4 六 一 修一 用 寺 用 一 直 ; 

对 于 数 869.8, 关 一 1 加 一 3 一 星 十 要 一 二 

对 于 颜 8698 ,一 站 ,一 本 5 一 1 十 和 一 1。 
一 个 数 精 确 到 小 数 点 后 * 位 ,并 不 表明 它 -一 定 有 ”位 有 效 数 字 . 应 注意 有 效 数位 * 的 计算 。 
例 1.8 对 于 圆周 率 r= 3. 1415926…，, 用 四 舍 五 人 最 小 数 点 后 4 位 时 ,近似 值 为 3. 1416, 此 

时 
1r 一 3. 1416| 扫 方 尖 10- 


妈 有 六 王 1 一 4 所 以 有 效 数 位 5 一 na 十 由 一 5 ,绝对 误差 限 为 172X10 。 
如 果 取 一 3. 4, 则 站 =1,m 一 2, 有 效 数位 s 一 十 站 一 3 其 绝对 误差 限 为 172X10“。 
例 19 设 了 一 8.000033, 若 取 x 一 8.0000, 则 
| 一 z | 一 0.000033 一 0 33X10 1172X10-4 一 172X10 
于 是 有 盖 1,* 一 5,n 王 3 一 由 一 5 一 1 一 4。 所 以 ,8.0000 的 有 效 数 字 为 5 位 , 它 精 确 到 小 数 点 后 4 
位 。 
例 1.10 设 r" 一 30. 4500364… , 若 取 zz 一 30. 45004, 则 
| 全 一 2 | 一 0.0000036 一 0.36X105<iA2X10 一 172X10 
所 以 ,30. 45004 的 有 效 数 字 为 7 位 , 它 精 确 到 小 数 点 后 5 位 。 


1.2.3 相对 误 盖 和 有 效 数位 之 间 的 关系 


娄 据 有 效 数 字 和 相对 误差 的 概念 可 以 得 出 两 者 之 间 的 关系 。 
定理 1.1 车 近 似 数 zx 一 士 0。aiazaseeX1o"(o 天 0) 具 有 位 有 效 数 字 , 则 其 相对 误 
差 为 ， 
cmDSe 一 雹 XI10 | (0.11)》 
证 明 由 于 rz 有 * 世 有 效 数 字 , 故 可 设 


| 一 | 志方 X10" 


站 数值 计算 方法 (MATILAEH 形 言 版 ， 





芭 | 一 Dll 一 da ts 关 10” 
页 | 了 | 阅 X10” 
I 一 上 | -12Xl0" ”1 ， 
， JJ < 一 人 
所 以 人 Xi 2 闪 ] 
例 1.11 讨论 rz 在 四 舍 五 人 时 取 不 同位 烙 有 效 数 字 的 相对 误 关 。 
_ | ,， 1 3 十 ] 一 
解 r 一 3.11 3 一 了 5 一人 3X]9 0. 17 听 
r 一 3. 142 5 一 4 E 一 5X10- 1 一 0.017% 
】 
一 于 十 叫 一 6 十 1 一 - 修 
开 一 呈 . 1 458 一 旦 一 六 又 本 和 10 站 .00017 啊 


可 见 , 有 效 数 字 位 数 越 冤 ,相对 误差 就 越 小 。 
例 1.12 求 ”6 的 近似 值 ,使 其 相对 误差 不 超过 172X10-3。 
解 ”因为 6 一 2.4494…, 取 am 一 2, 设 6 取 * 位 有 效 数 字 , 则 


了 HH 二 -3 
芭 - 关 10 一 XXX 闪 10 并 了 0 


5 一 3 二 4 6 2.449。 
定理 , 立 音 近 做 数 了 一 士 0 ”全 1 全 3 人 3” 全 1 10"(o 天 0 的 相对 误 善 


则 该 近似 数 有 位 有 效 娄 字 。 
证 明 由 于 | 一 如 1 全 2 下 3 1， 共 10”" 1 夏 有 ， 
| 字 | 委 (十 1) Xi0: 
】 


|7 "一 了 | 


。 _ ] 
1” 一 了 工 | 到 加 关 全 | 生 了 二 
因此 ,= 有 > 位 有 将 多 字 。 





基 ]10 一 X(2 十 1)X107 一 了 闪 190” 
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从 误差 和 有 效 数 字 的 定义 以 及 上 述 两 个 定理 可 以 看 出 :绝对 误差 与 小 数 点 后 的 位 数 ( 数 的 


精确 度 ) 有 关 ; 相 对 误差 与 有 效 数 字 的 位 数 有 关 。 
1.2.4 近似 数 算 术 运 算 的 误差 和 有 效 数 位 


1 近似 数 算术 运算 的 误 盖 
给 定 数 zs Ary) 设 zy 分 别 为 zy 的 近似 值 , 则 绝对 误差 为 
[BT ) 一 Pr)2So0 cz， 一 0 一 4 


即 ec 一 LE。 《十 一 fy) 


而 相对 误差 为 e (一 一 一 生 一 人 人 一 -一 一, 即 


0 一 2 区 工 一 可 上 ) 十 攻 2。 
由 113 和 1.14 商 趟 可 得 到 丽 个 近 册 数 齐 生生 运算 的 计算 公 公式 


外 了 十 ef 人 T) 十 eyerfr 十 = 


Er 人 昱 】 








相 也 
Le 


《1. 13) 


《1. 14) 


《了 151 


第 1 闽 峰 论 * 日 ，* 


-- 一 -=-- -一 - -1 -一 一 -一 一 -一 -一 -一 一 一 一 一 


一 _-- 0 - 光 ， 
四 一 一 人 《1.167 
站 (1. 17) 
| 工 ] so| 工 |seCr) 一 “0 天 0 (18) 
1 由 ! 和 1 


以 上 给 出 了 两 个 近似 数 进 行 算 术 运 算 的 误差 计算 公式 .对 于 才 个 近似 数 的 算 本 运算 的 误 
差 计 算 公式 可 以 炎 仆 导出 。 


2. 近似 数 算 术 运 算 的 有 绝 数 位 


1) 如 减 运算 
近似 数 进行 加 减 运算 时 ,把 其 中 小 数位 数 较 才 的 数 四 舍 无 人 ,使 其 比 小 数位 数 最 少 的 数 客 
一 位 小 数 ,计算 结果 保留 的 小 数 税 数 与 疙 近似 数 中 小 数位 数 最 少 者 相同 。 例 如 
工 xs2.718，y 一 3. DR23 
工 十 yss2.718 十 3. 4082<:6. 126 
7 一 yxe2.718 一 3. 4082 一 0 690 
2) 乘除 运算 
近似 数 进行 乘除 运算 时 ,各 因子 保留 的 位 数 应 比 有 效 效 字 位 数 最 少 者 的 位 数 多 一 亿 , 所 得 
续 果 的 有 效 数 字 位 数 与 原 近 似 数 中 有 效 数 字 位 数 最 少 者 的 位 数量 驳 少 一 位 。 例 如 : 
了 一 2.501:7y 一 1.2 
了 XY 一 2.50X1.2Rr3. 
zy 一 2.50 二 1.2xz2.1 
3) 银 方 与 开 方 运算 
近似 数 在 进行 乘 方 与 开 方 运算 时 ,原来 近似 数 有 几 位 有 效 数 字 ,计算 结果 仍然 保留 儿 位 有 
效 数 字 。 例 垦 
二 二 .了 
zars]. 4 vs]l.1 
4) 对 数 运 算 
近似 数 在 进行 对 数 运算 时 ,所 取 对 数 的 位 数 与 其 真 数 的 有 效 数 字 位 数 相 同 。 人 饮 如 : 
]g2.718xz 0. 4343， 1g0. 0618==2. 791x 一 1.21 
在 实际 计算 过 程 中 ,中 间 计 算 结 果 应 比 上 述 各 法 则 规定 的 位 数 多 一 位 ,在 进行 最 后 一 次 计 
算 时 这 一 位 要 进行 四 舍 五 人 。 


1.3 计算 方法 的 稳定 性 


在 实际 数值 计算 过 程 中 ,由 于 不 可 避免 地 存在 和 不 断 产生 各 种 误差 ,因此 计算 结果 不 是 绝 
对 精确 的 ,如 果 误 差 使 得 计算 结果 和 实际 情况 有 较 大 差别 或 者 出 现 错误 的 结果 , 则 数值 计算 便 
失去 了 价值 和 意义 。 因 此 ,分 析 数 值 计 算 过 程 中 误差 的 来 源 和 传递 规律 ,设法 控制 和 减 小 误差 ， 
是 非常 必要 和 重要 的 。 

1.3.1 误差 的 来 源 


数值 计算 结果 中 的 误差 通常 根据 来 源 可 分 为 固有 误 善 与 计算 误差 两 大 类 , 即 : 


= 1 bb， 数值 计算 廊 法 (MAT]1.AS 主 襄 版 ) 





模型 误差 
观 调 误差 
截断 误差 
舍 人 误差 


图 有 误 关 | 
误差 来 源 
计算 误差 | 


1. 模型 误 羡 

用 数学 横 型 描述 实际 问题 时 ,往往 抓 住 主要 因素 ,忽略 一 些 次 要 因素 ,即将 实际 问题 理想 
化 ,进行 数学 概括。 这 种 对 实际 问题 进行 返 似 的 数学 撒 述 时 所 产生 的 误差 , 称 为 模型 误差 。 

例 1.13 -个 物体 的 重量 C 与 其 质量 于 和 重力 加 速度 8 的 关系 为 C 一 mg 在 国际 单位 制 
中 ,gs 包 81 ,上 直 此 建立 的 重量 数学 模型 是 ， 

(全 一 9. 8]?# 

由 于 8& 与 海拔 高 度 .温度 .磁场 .地貌 绪 鬼 等 诸多 因素 有 关 , 故 会 导致 在 不 同 的 时 间 和 不 同 

的 油 试 地 点 所 的 天 小 丰 同 。 因 此 , 土 述 模型 是 一 个 近 做 模型 , 它 存 在 的 误差 就 是 模型 误差 


2， 观 测 误 羡 


数值 问题 的 原始 数据 ,一般 由 观测 或 实验 获得 ,它们 和 其 真 值 之 间 存 在 的 误 善 , 称 为 观测 
误差 。 在 上 例 1.13 中 ,假设 测量 出 物体 的 质量 为 mm 一 5, 1kg, 它 和 质量 真 值 之 问 存 在 的 误差 ,就 
是 观测 误差 。 


3， 截断 误 差 


理论 上 的 精确 值 往往 要 用 无 黑 的 过 程 才 能 求 出 ,但 实际 的 计算 过 程 只 能 截取 无 穷 项 中 的 
腿 项 来 进行 。 这 种 由 截断 得 到 的 误差 , 称 为 截断 误差 。 
例 1.14 根据 Taylor 定理 ,指数 函数 e- 可 以 展开 为 下 列 震级 教 形式 ; 


er 一 ] 十 z 十 到 十 … 十 三 十 和 必 
但 在 实际 计算 过 程 中 只 取 有 限 项 之 和 ，, 即 : 

SmD=1+z 十 下 十 …… 十 到 
若 用 SCz) 来 近似 地 表示 全 之 值 , 则 其 截断 误差 为 : 


和 一 号 了 一 et 0< 0 


.了 二 
人 十 1)1 
尺 外 ,用 计算 机 解决 科学 计算 问题 时 ,往往 把 一 个 连续 变量 离散 化 ,如 例 1.1, 这 种 由 离散 
得 到 的 误差 , 称 为 离散 误差 。 
通常 ,截断 误差 和 离散 误差 统称 为 方法 误差 。 


4. 售 入 误差 
红 * 是 > 进 制 数 , 疡 是 => 进 制 正 负 整 数 或 堆 , 则 形 如 
工 一 Mr 《了 二。 了 ) 
并 满足 
一 1<< 1 《1 2) 


的 数 <, 称 为 进 制 浮 点 数 , 且 * 和 声 分 别称 为 浮 点 数 的 尾 教 和 阶 数 。 


一 用 鹤 - 户 委 - AN 1. 213 

其 中 让 :M 为 正 整 数 , 它 们 主要 申 计算 机 用 多 少 位 数 来 表示 阶 数 而 决定 。 如 果 尾 数 的 小 数 尾 数 
为 2 一般 比 庆 :对 的 位 数 大 若干 倍 ), 则 计算 机 的 数 系 由 一 切 阶 数 潢 昨 一 1<s<1 的 上 位 天 进 
制 浮 点 数 的 集合 产 组 成 。 可 见 , 在 计算 机 数 系 中 , 数 的 个 数 有 限 , 数 系 中 的 每 一 个 数 都 是 有 理 
数 , 旦 阶 数 相等 的 数 以 相等 的 虐 离 分 布 在 数 办 的 某 -: 段 上 。 

由 于 计算 机 数 系 是 有 限 集 ,不 仅 无 理 数 e,r 等 不 属于 计算 机 数 系 . 而 且 一 些 有 理 数 
《如 173)? 也 不 属于 计算 机 数 系 ,因此 常常 用 计算 机 数 系 中 和 它们 接近 的 数 来 吕 示 它们 。 出 时 ， 
在 利用 计算 机 进行 计算 时 ,由 于 字 长 限制 ,参与 运算 的 数 的 长 度 也 是 有 限 的 ,而 由 此 产生 的 误 
差 , 称 为 售 人 误差 。 

例 1.15 浮 点 数 己 的 集合 也 可 以 用 以 下 4 个 参数 来 描述 ， 

主人 

其 中 ,有 为 基数 ,: 是 精度 参数 ,整数 工 与 芝 是 阶 码 五 (范围 ?的 下 限 和 上 限 [过 ,DC]， 

这 样 , 忆 中 的 每 一 个 肖 点 数 .的 值 可 表示 为 ， 


z 一 土 | 号 + 过 十 …… 二 学] 庄 

式 中 的 整数 cp 满足 0 过 @ 委 8 一 1 0 一 1 同时 有 地 扫 有 SC( 瑟 是 整数 )。 

如 果 对 顾 中 每 个 非 零 的 z, 有 古 关 0, 则 称 溯 点 数 系 志 为 规格 化 浮 点 数 系 。 括 号 中 的 部 分 / 
一 (7 Bad 十 … 十 吧 7 育 ) 称 为 星 数 。 我 们 知道 ,一 个 实数 常用 [整数 十 小 数 点 十 尾数 ] 的 形 
式 表示 ,它们 在 计算 机 中 对 应 的 浮 点 数 [ 放 ， 门 则 常用 某 种 整数 表示 方式 (例如 以 诛 码 . 反 码 或 
窒 码 的 形式 ) 存 人 情 。 

例 1.16 求 十 进 制 数 系 与 计算 机 采用 的 二 进 制 数 系 之 间 的 差别 。 

解 以 在 许多 算法 中 常 第 选 作 步 长 的 十 进 制 0. 1 为 例 .。 在 8=? 或 者 为 2 的 略 的 学 点 数 系 
中 ,10 个 0.1 的 步 长 并 不 刚好 等 于 一 个 1.0 的 步 长 。 事 实 上 , 当 把 1710 转 搞 成 为 以 172 为 底 的 

吉 昌 + 史 - 呈 + 二 + 下 
用 下 标 表 示 数 基 ,如 果 有 一 2, 则 有 ， 
(0. 1) 一 人 0, 000110011001100…)， 

如 果 8 一 8, 则 (0. 1) 一 (0.063146314…')8 

由 于 字 长 电 制 ,等 号 右边 的 值 只 能 取 ? 位 .很 明显 , 当 把 10 个 这 样 的 数 相 加 时 ,其 结果 并 不 
正好 是 1.0。 这 就 是 售 人 误差 造 成 的 。 所 以 ,在 计算 机 上 进行 的 浮 点 运算 (四 则 运算 ?只 能 是 近 
似 计算 

观测 误差 和 数据 的 舍 人 误差 虽然 来 源 不 同 ,但 对 计算 结果 的 影响 完全 -- 样 ,数学 模型 的 误 
老 , 往 往 不 是 计算 工作 者 所 能 独立 解决 的 .因此 ,在 数值 计算 方法 这 门 课程 中 所 涉及 到 的 深 差 ， 
一 般 是 指 舍 人 误差 (包括 初 始 数据 误差 ) 和 截断 误差, 并 主要 讨论 它们 在 计算 过 程 中 的 传递 和 
对 计算 结 朱 的 影响 ,以 及 研究 控制 它们 的 影响 以 保证 最 终 计 算 结 果 有 是 够 的 精 产 。 


1.3.2 计算 方法 的 稳定 性 
计算 方法 的 稳定 性 是 指数 值 计 算是 否 稳定 的 问题 .在 数值 计算 过 程 中 ,数值 解 是 逐步 计算 


2， 数值 计算 方法 CMVATLALE 语言 版 ) 
出 来 的 。 由 于 计算 机 的 字 长 有 限 , 每 一 步 计 算 都 有 误差 存在 . 且 前 -- 步 的 舍 人 误差 必然 要 影 啊 
于 一 步 的 近似 和解 .如 果 运 算 序列 的 舍 人 肖 差 不 增长 ,误差 的 积累 或 传递 对 计算 结果 的 影响 是 可 
控 的 , 则 该 算 法 是 数值 稳定 的 ,否则 是 数值 不 稳 定 的 .。 

例 1.17 计算 积分 : 


] 
,一 | re ilr (一 12 …) 


解 用 分 部 积分 法 ,可 得 到 ; 
earec|Joece 


或 形 ,一 1 一 nm， 开 (本 一 1Aeiz 一 2) (A) 
用 递归 公式 54A) 进 行 近似 计算 开头 的 9 个 值 为 : 
se0.367879  。 瑟 ,=s0. 170904 五 )sz0.110160 
天 ,xs0,.264242  。 瑟 sesz0. 145480  。 开 =s0.118720 
开 ;sz0. 207274 Fisz0.127120 Rs 一 0.068480 
在 这 些 计算 结 果 中 居然 出 现 了 Es 是 负 值 ,而 据 题 意 ,在 整个 积分 区 间 (0,1)? 是 不 会 出 现 负 
值 的 。 问 题 发 生 在 哪里 呢 ? 
由 于 (A) 式 是 递归 公式 ,前 面 计算 中 惟一 的 舍 人 误差 在 五 处 , 它 兵 到了 6 位 有 效 数 字 , 以 
后 的 计算 误差 都 是 由 它 引 起 的 , 匹 ; 的 舍 人 误 盖 从 4.412 和 10-7)? 经 (A) 式 计算 所 ,使 瑟 , 的 售 人 
误 卷 比 疙 ; 的 误差 放大 了 (一 2) 倍 ,如 此 类 推 ,E 的 误差 大 约 是 (一 91X4. 人 2X10 全 0. 1601 
计算 误差 扩大 如 此 款 速 ,就 是 因为 这 里 采用 的 计算 方法 不 适合 的 缘故 .这 种 情况 就 是 所 谓 算 法 
不 稳定 。 
但 是 , 若 把 (A) 式 改写 成 可 以 使 误差 逐 源 减少 的 下 列 递归 关系 ; 
一 至 
- 
则 了 怀 下 以 实现 稳定 的 计算 。 因 为 (B) 式 会 合计 算 的 每 一 步 都 比 前 一 步 的 计算 舍 人 误差 减少 17n 
倍 。 在 这 里 ,计算 的 关键 是 确定 计算 的 起 始 值 声 .。 为 了 确定 起 始 值 ,可 以 僻 如 下 比较 估计 ， 


开 , 一 | zer dzrc| rdz= 研 二 | 一 二 
” 0 人 0 ” 7 了 1 ，。 天 十 1 


于 是 , 当 *cc 时 ,五 ->0。 因 此 ,可 以 取 瑟 :的 近似 值 为 0, 则 起 始 误差 最 大 也 只 有 1721。 此 
误差 在 求 厂 时 要 靳 以 1720, 因 此 瑟 % 的 最 大 误差 为 (1721)X(120) 一 0.0024。 计 算 到 瓦 ,, 时 , 误 
养 巴 减 至 少 于 4X10 *, 即 比 起 始 舍 人 误差 还 小 许多, 所 以 计算 是 稳定 的 。 从 五 :开始 往 前 面 计 





下 1 一 【Pi=e ee) 《了 本》 





算 , 可 有 如 下 结果 ， 

20Re 0 王 gs0. 0500000 下 0 0500000 

下 se0 0527778 下 is 人 0557190 丘 15220.0590176 

s0.0627322 左 sx0.0669477 尼 1asz0.0717733 

下 Re 人 0773523 五 osc0.0838771 E3s0.0916123 
计算 结果 是 可 车 的 。 


例 1.18$ 对 任意 一 个 实数 (甚至 复数 Jr,ez 可 以 表示 成 一 个 收 伍 的 无 穷 级 数 ， 
ec 一 1 二 zx 十 河 十 条 十 … 
用 基数 6 一 10,:= 一 5 的 浮 点 系 计 算 e 5 。 


第 1 章 概 论 “13， 


解 在 无 穷 级 数 e: 中 , 令 .r= 一 一 5.5, 有 : 
e 一 15125 一 27.730 十 38. 1 329 一 41. 9942 十 3 如 ,4 一 全 0D. 0D8 十 20 7 了 6 
一 2， 9 十 克昌 3 一 3 生 90 之 十 科 * 
下 OO25633 
以 上 结果 是 取 前 面 25 项 之 和 ,第 26 项 以 后 的 各 项 不 再 改变 这 个 和 的 大 小 了 ,然而 事实 土 ， 
ec 55 一 .00408677。 可 见 计算 的 结果 没有 一 位 有 效 。 问 题 出 在 哪里 昵 ? 问题 有 两 个 :一 是 大 数 
项 的 售 人 误差 亦 大 了 , 像 38.129 这 些 项 的 省 人 误差 几乎 和 最 后 结果 一 祥 大 了 ;二 是 由 于 舍弃 
了 老 位 有 效 数 字 ,使 正 负 项 发 生 了 ”灾难 性 抵消 ”, 征 得 已 经 存在 于 各 项 的 次 姜 如 以 放大 ,以 至 
产生 灾难 性 后 打 。 
虽然 可 以 取 更 多 的 有 效 位 来 避免 “灾难 性 托 销 ”, 但 这 样 做 在 时 间 和 空间 上 是 不 划算 的 .更 
人 台 理 的 解决 办 法 是 先 计 算 > 一 5.5 揭 级 数 和 ,然后 求 它 的 倒数 , 即 : 


55 ] 一 - 亚 1_ am 
“551 一 0 0010865 〈 用 5 仅 十 进 制 运 扯 ) 


这 样 计 算 的 结果 ,其 误 关 减 少 到 0. 007 纹 。 

由 以 上 例子 可 知 , 对 于 一 个 实际 问题 ,如 果 算 法 不 适合 将 会 得 到 不 良 的 后 果 , 而 经 过 改善 
计算 方法 则 可 以 避免 出 更 不 良 的 计算 结果 。 因 此 ,在 构造 一 个 具体 教学 问题 的 数值 计算 方法 
时 ,应 该 考虑 计算 方法 的 稳定 性 癌 题 。 除 此 之 外 ,还 要 考虑 收敛 性 问题 ( 见 第 2 章 ) 等 。 


1.4 数值 计算 的 基本 原则 


评价 一 个 数值 计算 方法 优先 的 标准 基 : 中 计算 时 间 复 杂 度 (运算 次 数 或 计算 时 间 , 包 括 牙 
化 性 问题 ;四 计算 空间 复杂 度 ( 占 用 计算 机 存 悄 空 间 )+; 史 计算 结果 精 殉 度 ( 包 插 稳 定性 问题 )。 
因此 ,要 椅 造 和 选择 一 个 好 的 计算 方法 ,应 该 遵循 如 下 -一些 基本 原则 ; 

1. 避免 两 个 相近 的 数 相 减 
在 数值 计算 过 程 中 ,两 个 相近 的 数 相 减 , 会 严重 损失 有 交 数 字 , 从 而 使 相对 误差 变 大 。 
例 1.18 汁 算 9 一 v80。 
解 ”来 用 8 位 浮 点 数 计 算 , 其 缚 果 为 ; 
v 80 一 0.89442719X10， 9 一 vv80nseD0.55728091X10 
采用 4 位 评点 数 计 算 , 其 结果 为 ， 
v 80 一 0.8944X10， 9 一 v80=0.5600X10-1 
采用 换 的 公式 计算 { 使 用 4 位 浮 点 数 计 算 ), 其 缚 果 为 ， 
一 v 杀 = 一 一 一 -0.5 -1 
9 T 7 0. 5574X10 





因此 ,在 数值 计算 过 程 中 两 个 相近 的 数 相 减 , 常 常 采用 变换 的 公式 进行 计算 。 如 : 


加 他 1 一 coszr Sim 下 
ww 了 十 全 zx 一 LU SR 一 TOSz， ]n Iny 一 年 六 ， 


7(zr 二 及 一 /Cr 一 Pr03 十 于 (cr)8 十 … 
等 等 ,如 果 计 算 公式 不 能 改变 , 则 可 采用 增加 有 将 数字 位 数 的 方法 来 解决 。 








。 1 | * 数值 计 外 方法 (RATT AN 滞 言 版 ) 





2, 避免 使 用 绝对 值 很 小 的 数 作 分 母 
用 绝对 值 很 小 的 数 作 除 数 , 舍 人 误差 会 增 天 .而 旦 当 很 小 的 数 稍 徽 有 - -点 误 莽 时 ,对 计算 
的 结 来 影 啊 很 大， 例如: 


人 3. 81574 本 有 
一、 9 “ “ 一 一 -一 一 区 
0.0001 3 57. 省， hf 0o00] 工 0. 0000] 3 二 员 昌 5 


计算 结果 的 误差 就 很 人 。 
3. 两 个 相差 很 大 的 数 进行 和 运算 时 ,防止 大 数 " 吃 掉 " 小 数 


例 1.19 计算 . 壮 + 和 1 十 15r 十 10= 一 0 的 根 。 
解 用 因 式 分 解法 得 到 :二 1 人 ,7 一 1。 
使 用 只 能 将 数 表 示 到 小 数 点 后 8 位 的 计算 机 , 接 求 根 会 式 


一 由 士 “天 一 4ac 
1 站 





进行 计算 。 其 结 巢 为 : 
5 一 108 十 1 一 0.1X100 十 0.0000000001X 108 一 0.1X109 

因为 该 计算 机 上 只 能 表示 到 小 数 点 后 8 位 ,计算 机 作 加 减法 时 要 “对 阶 ”, 对 阶 的 结果 是 大 

数 吃 掉 了 小 数 .,0.000000000X 10 在 计算 中 本 起 作用 。 例 如 : 
要 一 4acs 本 vv 本 一 4acse| | 

得 Tas102，raRe0。 

大 数 星 掉 了 小 数 在 有 些 情 况 下 是 允许 的 ,但 在 有 些 情况 下 则 会 产生 雇 误 。 理 论 分 析 表 明 ， 
若干 个 数 必 加 减 运 算 时 较 小 的 数 先 运算 ,再 与 较 大 的 数 运算 ,其 舍 人 误差 最 小 。 

生 


4. 简化 计算 步骤 ,减少 运算 次 数 


例 1.20 请 给 出 一 种 算法 计算 2 ,要 求 乘法 次 数 尽 可 能 少 。 
解 要 尽 可 能 减少 运算 量 ,其 中 一 种 思路 就 是 ,要 尽 可 能 运用 已 经 计算 出 来 的 结果 。 
2 一 2 和 多 人 站 一 204 久 20 双 2 和 一 2 X232 光 28X 2188 
一 2 义 206 信 2X2 叉 2 和 一 中 区 2 区 2 交 2 284 交 22 
一 中 汉 21X 史 2 次 2 汉 284 汉人 下 
一 2X2X28 广 路 允 20 光 2 X264 文 2 
这 样 共 稍 8 次 乘法 就 可 以 计算 出 结果 。 
因此 ,简化 计算 步骤 ,减少 运算 次 数 , 可 以 减少 计算 时 间 ,提高 计算 精度 。 ” 。 


本 章 小 结 


本 章 重 点 论述 了 什么 是 数值 计算 方法 ,数值 计算 方法 的 研究 内 容 ,数值 计 算 方法 的 特点 和 
常用 的 算法 ,计算 方法 的 稳定 性 和 数值 计算 的 基本 原则 ,介绍 了 误差 和 有 效 数 字 等 基本 概念 。 
通过 本 章 学 习 ,应 该 达到 以 下 目标 ; 

(1) 明确 学 习 和 人 掌握 数值 计算 方法 的 重要 意义 

(2) 深刻 理解 数值 计算 方法 的 理论 性 与 技术 性 ,以 及 面向 计算 机 的 内 涵 : 


第 1 章 概 论 * 15， 
《3) 明确 解决 同 -- 数 学 问题 的 数值 计算 方法 并 不 是 惟一 的 ,在 保证 必要 的 计算 精 庶 的 前 
如 下 ,要 选择 空间 复杂 麻利 时 间 复 茶 度 适合 的 计算 方法 :; 
《4) 在 数值 计算 中 .会 正确 应 用 近似 计算 的 有 关 原 则 。 





习 题 一 
1, 1 下列 几 个 数 都 是 经 过 四 含 五 入 得 到 的 近似 值 , 试 求 各 数 的 绝对 误差 ,相对 误差 和 有 


效 数 字 的 位 数 。 
(1) 4580 (2)0.0414 (370.314X103 (4) 2789X10 
1.2 设 有 3 个 数 必 一 333 士 10 一 3. 33 十 0.01 一 0 00333 十 10 它们 各 自 的 近似 值 
分 别 为 ec 一 333,5 一 3. 33,c= 一 0.00333 ,试问 哪个 近似 值 的 精度 商 ? 为 什么 ? 
1.3 设 下 列 吉 对 近似 和 值 均 为 有 效 数 , 试 间 它 们 是 否 一 样 ? 着 不 一 样 , 有 何 区 别 ? 
(1) 45800 和 45X 107 
《2 .00438 和 D 0d438X10714 
(3) 0. 4105X102 和 0.04105X103; 
(4》9800 和 98 关 102 
(5》0. 8070 和 0.807?。 


1.4 求 ，10 的 近似 值 , 使 其 相对 误差 不 超过 和 .1 色 。 

1.5 车 17/4 用 0.25 表 未 , 问 有 密 少 位 有 效 表 字 ? 

1.6 已 知 r 一 3.1415926…， 取 3.14 作 为 近似 车, 有 3 位 有 效 教 字 ; 取 3.142 作为 近似 和 值 ， 
则 有 4 位 有 效 数字 。 若 取 3.141 作为 近似 值 , 则 可 用 位 有 效 数 字 ? 

1.7 试问 6.1800 有 几 位 有 效 数 字 ? 

1,8 某 地 粮食 产量 为 875 万 吨 , 可 以 表示 为 875 万 吨 一 875X10 吨 一 0 875X107 吨 ,其 
绝对 误差 为 172 万 吨 , 或 172X10 吨 ,或 172X107 吨 。 试 问 875 万 吨 能 不 能 表示 为 
8750000 吨 ? 为 什么 ? 


.9 计算 5 一 5as( 保 留 和 位 有 效 数 字 )。 


上 


有 石 
1.10 如 果 计 算 a 一 (ww 2 一 1)4, 当 到 2 一 1.4 时 ,采用 下 列 虽 种 方法 好 ? 
(1) 99 一 70 v 到 (2) 《3 一 2 Ya (9 一- 
《3 十 2 ww 23 
] 1 
4 ) 一 一 一 一 一 -一 5 一 一 一 一 一 
(ww 2 十 178 ) 99 十 70 2 
1.11 十 代数 学 家 祖冲之 避 以 1 作为 图 周 率 天 的 近似 信 ,请问 该 近似 值 有 多 少 位 有 效 吉 


字 ? 





方程 求 根 





2.1 引 言 


解 代 数 方程 是 下 程 计算 中 经 常 明 到 的 数学 问题 。 代数 方程 可 以 分 类 如 下 : 
| 
当 项 式 方 程 

超越 方程 
线性 方 各 组 5 一 组 表 ; 
非 线性 方 乍 组 5 款 组 解 ] 
本 章 只 讨论 单个 非 线性 方程 Ar) 一 0 的 求 根 问题 。 

方程 的 根 可 能 是 实 ! 数 ) 根 也 河 能 是 复 ( 数 ?要 ,可 能 是 单 根 也 可 能 是 多 重 根 。 关 于 单 根 和 重 
根 , 有 如 下 定 习 : 

定义 2.1 对 于 方程 .FAz) 一 0 如 果 六 rz ) 一 0 但 它 的 一 阶 导 数 户 (z 天 0, 则 称 z "为 方程 
Cr) 一 站 单 根 。 推 而 广 之 ,如 果 Pr) 一 P 人 一 六 (一 一 AT) 一 0 而 产 一 (Cr 7 天 
0 , 则 称 z "为 方程 Jr 的 好 十 1 重 根 。 

假设 产 r) 有 一 单 根 ve" , 则 产 z) 可 写成 六 xz) 一 5z 一 工 -78 月 有 gz 天 0 对 六 z) 求 时 ， 
得 . 产 (z)= 一 ET) 寸 (zz 一 2 DFI 故 户 人 zr)=gT 天 0D。 类 似 地 ,可 以 推导 出 羔 重 要 的 条 件 。 

方程 的 概 可 能 只 有 .~ 个 ,也 可 能 有 几 个 或 无 穷 多 个 ,但 也 可 能 不 存在 .例如 ,对 于 多 项 式 六 
积 , 其 根 的 个 数 与 方程 的 次 数 相 同 ; 对 于 超越 方程 ,其 根 则 可 能 是 一 个 . 几 个 或 无 穷 多 个 ,也 可 
能 不 存在 。 因 此 在 解 方程 时 ,有 必要 并 清楚 方程 柜 的 性 质 。 

此 外 ,在 实际 问题 中 ,有 的 问题 要 求解 出 方程 所 有 的 根 , 有 的 则 兵 村 找到 其 中 某 一 个 特殊 
根 ; 有 的 要 求 将 根 的 近似 值 逐 步 精 确 化 , 或 者 已 知 柜 所 在 的 区 疝 求 根 ;有 的 则 只 要 求 判 断 革 
个 区 域 或 范围 内 是 否 有 根 , 凋 不 要 求 把 根 求 出 来 ,等 等 .因此 ,也 有 必要 形 清 楚 解 方程 的 具体 村 
求 。 总 之 ,上 寺 述 情况 可 归结 为 兰 断 和 确定 要 的 分 布 区 间 这 一 重要 问题 。 


2.2 方程 根 的 分 布 区 间 


单个 方程 


代数 请 各 | 非 线性 方程 


多 个 方 如 | 


2.2.1 根 的 分 布 区 间 


定 多 22 车 困 数 关 7) 在 [La ,2] 寺 连续 ,日 ay 方程 Or) 一 0 在 La] 内 葡 少 
有 一 个 根 r”, 则 称 [a,0 为 方程 六 xz 一 0 的 根 天 的 分 布 区 间 ; 如 果 在 [a, 约 内 只 有 一 个 根 r” , 则 
称 [La ,6 为 方程 rz) 一 0 的 根 .= 的 单 根 分 布 区 间 ; 如 果 在 [ea, 纪 内 只 有 一 个 根 >* ,并 且 始 终 有 
六 020 吉 忆 zs0, 刚 称 [ea 为 方程 Fiz) 一 0 的 要 xz" 的 单调 分 布 区 间 , 


在 较 小 的 含 根 区 向 肉 进行 .以 保证 根 的 惟 :性 和 计算 方法 的 收敛 性 或 有 效 性 。 因 此 ,在 求 方 程 
的 根 之 前 ,搜索 太 程 根 的 分 布 区 间 , 人 掌握 方程 根 的 分 布 情况 是 非常 重要 的 。 下 面 介 绍 几 种 通常 
采用 的 确定 很 的 分 布 区 间或 单 根 分 布 区 间 的 方法 


2.2.2 确定 方程 根 的 分 布 区 间 的 方法 
在 工程 计算 中 ,确定 廊 程 根 的 分 布 区 间 的 常用 方法 有 草图 法 .搜索 法 和 图 像 法 。 


1. 草图 法 


对 语 方 程 几 rz) 一 0, 先 在 函数 Ar) 的 定义 域内 (和 任意) 选取 -- 些 点 , 先 计 算出 它们 的 匡 数 值 
(在 : 般 和 铺 况 下 这 些 函 数值 不 会 为 零 ), 再 根据 这 些 已 经 计算 出 来 的 点 , 描 绽 出力 数 刻 站 的 图 
像 ,而 函数 六 7r) 的 零点 , 即 图 像 和 坐标 办 z 的 交点 ,就 是 方程 六 rz)= 一 0 的 根 。. 这 种 寻找 责 数 零点 
的 方法 称 为 草图 法 。 它 适合 人 工 计 算 且 计算 量 不 太 大 的 场 台 ,但 在 计算 过 程 中 ,要 保证 所 选取 
的 自 变 入 能 使 计算 出 的 闫 数值 有 正 负 符号 的 变化 。 

当 函 数 的 性 态 ( 单 调 性 变化 . 凸 玛 变化 .拐点 和 极 值 点 等 ?比较 复杂 时 ,用 草图 法 一 般 难以 
精确 表现 出 函数 的 图 像 , 因 而 在 搜索 方程 根 过 程 中 ,可 能 会 造成 某 个 根 的 址 漏 。 罗 此 ,草图 法 只 
能 对 根 的 分 布 区 疝 作 大 致 判断 。 

例 2.1 探索 方程 07) 一 妈 一 8. 6z3 一 35. 5172 十 464. 4r 一 998. 46=0 的 正 实 根 的 分 布 情 
沈 。 

解 ”每 隔 一 个 单位 计算 一 个 通 数 值 , 可 画 出 函数 图 像 的 略图 ,如 图 2.1 所 未。 很 显然 ,在 了 
一 7 和 xz 一 8 之 间 有 -一 实 根 ,但 在 靠近 = 一 4 的 地 方 , 可 能 有 一 重 根 (有 一 个 切 点 ) :或 者 有 两 个 紧 
密 间 隅 的 实 根 ,或 者 完全 没有 实 根 。 事 实 上 ,通过 计算 发 现 ,z 一 4. 3 是 一 重 根 。 





】 尽 慷 v 





国 2.1 例 2.1 的 函数 重 估 
2. 搜索 法 


对 于 方程 六 rz) 一 0, 在 殉 数 六 x) 的 定义 域内 给 定 搜索 起 点 ze ,搜索 终点 mm 和 搜索 步 长 A, 利 
用 计算 机 编程 计算 函 歼 六 zy 的 一 系列 值 . 当 相 邻 两 点 rz 和 2+1 的 函数 值 出 现 正 负 符 号 变化 , 即 
Fr) “ .CrHTD<O 时 ,[zz+uj 就 是 方程 .Fr 一 0 的 一 个 根 的 分 布 区 间 。 这 种 方法 称 为 搜索 
法 。 利 用 计算 机 计算 速度 快 的 特点 ,可 以 选取 比较 小 的 搜索 步 长 上 ,从 而 可 璇 定 出 方程 古 有 根 
(不 区 分 重 栋 ?的 分 布 区 间 。 


3. 图 像 法 
图 像 法 是 指 用 数学 软件 ,如 MATIAE 或 Mathematica 等 来 精 殉 描 给 画 数 图 像 的 方法 。 图 


* 18。 数值 计算 方法 (MATI1A 台 语言 版 ) 
像 法 能 够 准确 .直观 .全 而 地 表示 出 方程 根 的 分 布 情况 和 函数 的 性 态 ,内 此 ,图 像 法 在 求解 方程 
根 的 过 程 中 有 着 重要 的 作用 。 本 书 采 用 MATLAB 语言 编程 来 描绘 函数 的 图 像 。 例 如 ,下 面 的 
程序 fxg,m 就 是 专门 描绘 函数 图 像 的 MATL.AB 程序 ， 

[xg, mm 

function fxgtl namey xin xmaxyn-Polnts1 
name 

dx 一 《xmax 一 XIniIn77 mn Points; 

文 P 盖 Xmmin :由 X:XTaX ; 


YyD 一 [eval(l name xpD)1 


plotCxp :yp ri 儿 qqraw y 一 fx) 
Xlabelex yylabeleftx7yytitlety 一 TOx 六 hold on 
y 吕 这 间 , 目 关 XP; 

Piaot5xpyyp+ 豫 draw 其 axXis 


使 用 程序 fxg.m 来 撒 绘 函数 ?= 扩 z) 的 图 像 时 ,应 该 首先 编制 用 于 定义 ?一 六 cr) 的 M 恩 
数 , 再 按照 要 求 的 参数 格式 调用 程序 。 
例 2.2 用 程序 fxg.m 描 绽 下 列 盟 数 的 图 像 : 
【17》 yy 一 科 一 一 1 《2) yy 一 w 上 十 于 一 tt 了 《3 (一 .TeDS)。 
解 〈1) 编写 11.m 欧 数 如 下 : 
funetion y 一 人 8x) 
一 X， ”3 一 工 一 】; 
调用 程序 fxg, m 的 格式 为 fxgf 和 ,一 2,2,500), 结 果 如 图 2. 2(a) 所 示 。 
(2) 编写 弛 .mn 本 数 如 下 
function y 一 2Kxy) 
y 一 sqrttl 十 xX, ”2 一 tanfxyt 
调用 程序 fxg.m 的 榨 式 为 fxgfef2 一 1400,100,5000)7 ,结果 如 图 2. 2(by 所 示 。 
《3) 编写 f3. mm 本数 如 下 ， 
funetion y 一 攻 3 
y 一 (1] 一 X. 关 COSTX))， 关 区 


调用 程序 fxg,m 的 格式 为 fxgfCfx3 一 100,100,5000) ,结果 如 图 2.2kc)y 所 示 。 





一 
100 生 060200200NOO 008560 9420 和 到 有 TGS 
《8 kb ) Ke) 


图 2.2 例 2.2 的 菌 数 转 像 
根据 上 述 天 数 图 像 ,很 容易 看 清楚 例 2. 2 明 煞 的 性 态 , 从 而 能 怡 当 地 确定 出 方程 根 的 分 布 
区 间 。 当 函数 比较 复杂 时 ,使 用 图 像 法 格外 方便 和 重要 。 
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2.3 二 分 搜索 法 


所 谓 二 分 搜索 法 ,就 是 将 根 的 分 布 区 间 划 分 成 两 个 部 分 ,而 方程 的 根 必 定 会 落 在 其 中 的 一 
个 部 分 或 者 就 在 划分 点 上 ,再 对 其 中 包含 方程 根 的 一 个 部 分 重复 上 述 划分 过 程 ,从 而 不 断 缩小 
根 的 分 布 区 间 , 埋 到 根 的 分 布 区 间 的 长 度 达到 指定 的 精度 槛 求 为 止 。 此 时 , 根 的 分 布 区 间 内 的 
任何 一 点 ,都 是 方程 根 的 近似 值 。 如 果 将 根 的 分 布 区 间 划 分 成 两 个 相等 的 部 分 ,即将 区 间 折 半 ， 
这 种 一 分 法 常常 称 为 对 分 活 。 

在 一 般 情 汽 下 ,使 用 一 分 搜索 法 求 方程 的 根 ,为 了 不 漏 掉 方程 的 某 些 根 , 应 沪 满 足下 面 定 
理 的 条 件 。 

定理 2.1 对 实 幼 数 方程 六 zy?=0, 当 reE lacj 时 ,jzr) 在 La,c]j 上 单调 连续 , 且 在 两 庙 点 
处 为 异 号 , 即 Ace Ac<0 则 方程 在 分 布 区 间 [La,cj 上 只 有 一 个 根 。 


1. 用 对 分 法 求 方程 的 单 根 


设 方程 放 zr) 一 0 在 区 间 [ao;co 土 满足 定理 2. 1 的 条 件 , 且 根 的 精确 值 为 zx* ,计算 误差 为 e。 
用 对 分 法 求 方程 根 的 过 程 如 下 : 
1) 第 一 次 对 分 
1) 确定 区 间 中 点 :将 根 的 初始 分 布 区 间 |[aucoj] 折 半 ,得 中 点 名 一 (ao 十 co)72。 
(2)》 确定 售 根 区 间 : 若 ./ 六 zeo)。，7b) 一 0, 则 根 z 一 名 ,停止 计算 ;车 六 as，F6o<0, 则 根 
zr 在 包 的 左 侧 , 取 由 一 cc 一 名 ,得 到 缩小 的 根 的 分 布 区 间 [a ,cd]; 若 Fas) 。 6)>>0, 则 根 
“在 包 的 右 侧 , 取 一 名,ci 一 co 得 到 缩小 的 根 的 分 布 区 间 [eai'c]。 
(3) 确定 区 间 大 小 :[w 一 oj]=[eo 一 ao]/2。 
《4) 判断 根 的 误差 ;到 根 的 近似 值 为 z= 甸 一 (as 十 co)/2 ,与 精确 值 z "的 误差 为 ， 
le 三 |z 一 切 | 委 | 一 ec 一 so/ 

者 |e|<e, 则 停止 计算 ,否则 继续 对 分 过 程 。 

2) 第 二 次 对 分 

(1) 确定 区 间 中 点 :将 根 的 分 布 区 间 [acer] 折 半 ,得 中 点 入 一 (ai 十 c)72。 

(2) 确定 含 根 区 间 : 若 /ai 7 一 站 则 根 zz 一斑 , 停 止 计算 ;车 /ao<0, 则 根 
在 吉 的 左 侧 , 取 a:= 一 eics 一 和 ,得 到 缩小 的 根 的 分 布 区 间 fasycg]: 若 Fa) ，Fo)>D0 则 根 
xz 在 5 的 右 侧 , 取 as 一 六 ,cs 一 ec 得 到 缩小 的 根 的 分 布 区 间 [as,c;]。 

《3) 确定 区 间 大 小 :[e:* 一 ai]= [eco 一 ao]/23?。 
《4》 判断 根 的 误差 : 取 根 的 近似 值 为 = 一 南 = 人 ai 十 ca)72, 与 精确 值 z* 的 误差 为 : 


生 


本 


|e| = | 症 一 了 | 委 |cs 一 az| 一 |co 一 ao|723 
者 |ej|<s, 则 停止 计算 ,否则 继续 对 分 过 程 。 
3) 继续 对 分 计算 
4) 第 ”次 对 分 


(1) 确定 区 间 中 点 :将 根 的 分 布 区 间 [a。 ie， ij] 折 半 ,得 中 点 乌 - = 一 (ae -十 ci)72。 
《2 确定 售 根 区 间 :车 Fa ;|) 相 总， 一 0, 则 根 r 一 六 ,停止 计算 ;车 ) 下 


2。 数值 计算 方 医 (MATLAE 进言 版 : 


< 一, 则 根 .一 在 户 的 去 侧 , 取 w 一 4 Jew 一 由 ， 得 到 多 小 的 很 的 分 布 区 间 Lesye :和 在. 1 。 
De0 则 根 . 在 六 的 在 出, 了 权 如 一 六 se 一 得 到 缩小 的 根 的 分 布 区 间 [Losr。]， 


(3) 确定 区 间 大 小 ， [oo]= 钙 ee (2. 1) 


(4) 判断 根 的 误 善 ;, 取 根 的 近似 值 为 : 
《2 1 十 书 1 


-了 1 一 几 1 一 


je :| 一 | 一 代 [fc 一 = 名 【2. 3) 


车 | ,1<e, 则 停止 计算 ,否则 继续 对 分 过 程 , 直 到 计算 误差 满足 要 求 为 止 。 
根据 (2. 3)? 式 ,可 以 确定 满足 计算 精度 要 求 的 最 小 对 分 次 数 为 : 


~、 gc 一 ao) 一 [gs (52. 


胆 
例如 ,如 果 坟 一 eq 一 1:s 一 上 0001, 刚 一 14。 


2. 用 二 分 法 搜索 方程 的 单 实 根 


二 分 搜索 法 除了 可 用 于 求 指定 区 间 氏 (esc) 的 根 以 外 ,还 可 用 于 将 一 个 近似 根 逐 步 精 到 
化 ;也 可 用 于 求 方程 Az)y=0 在 定义 区 间 (ac)? 内 的 所 有 单 重 实 根 。 其 方法 如 下 ， 

自 区 则 (ac) 的 一 个 堪 端点 < 开始 ,并 令 ao=a, 且 以 某 一 个 基本 步 长 由 ,向 右 取 一 个 宽度 为 有 
的 小 区 间 (ac 一 an 十 睛 ) 其中， 

(着 ao，8ceo<0 说 明 该 小 区 间 内 存在 一 个 实 根 , 则 用 对 分 法 找 出 这 个 实 根 .并且 
以 该 根 为 新 端点 继续 往 右 搜索 ,依次 再 找 出 其 他 实 报 。 

(2) 著 aoy，Aco)>0, 说 明 该 小 区 间 (aseo 一 as 十 上 中 不 存在 实 根 , 则 继续 向 右 再 了 到-- 
个 步 长 为 户 的 小 区 间 {ao'es= 一 ao 十 中 ) ,再 次 搜索 。 

这 样 , 一 个 步 长 .一 个 步 长 地 向 右 搜 索 , 直 至 超过 区 间 右 端点 * 为 止 , 即 可 找到 方程 定义 区 
闻 《ac) 内 所 有 单 重 实 根 。 

显然 ,恰当 地 选择 步 长 上 是 十 分 重要 的 。 应 使 在 所 选 撞 的 一 个 步 长 肉 只 有 一 个 根 , 太 大 则 
会 丢掉 所 要 找 的 根 , 太 小 则 会 增加 计算 量 。 

二 分 搜索 法 除 用 于 求 方 程 的 根 之 外 ,实际 应 用 中 ,常用 于 查 表 , 即 在 一 组 按 大 小 顺序 排列 
的 数据 中 ,寻找 所 需要 的 那个 数 。 它 比 用 顺序 查 表 法 的 查 表 效 率 大 大 提高 。 


3. 对 分 法 的 MATLAB 程序 


在 本 书 的 附录 A 的 1.2 中 ,给 出 了 对 分 法 的 MATILAB 程序 bisec_g.m, 它 不 仅 给 出 了 计算 
结果 ,而且 同时 图 冰 了 迭代 过 程 。 其 调用 格式 为 : 
bisec_gCTname ,arcxXminyxtnaxyn_pointsy) 
其 中 ,f name 是 用 户 编制 的 .用 于 定义 所 xy? 的 M 函数 ,a 和 *e 为 初始 区 间 的 两 个 端点 ,xmin 与 
ximax 为 图 形 中 所 能 显示 = 的 最 小 值 和 最 大 值 ,n_points 为 描述 图 形 所 用 的 点 数 。 容 许 的 误差 
默认 为 E 一 10- 
例 2.3 求 下 列 两 个 元 数 的 交点 ， 
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yy 一 Y 了 十 1 
4 一 tantgT) DT 
解 ” 该 问题 等 价 于 求 
一 “了 十 一 tangr) 0<<t 人 2 
的 零点 , 即 解 方程 
wz: 十 1 一 tan(r) 一 0 0< rc<rA2 
通过 画 出 图 形 , 可 知 该 方程 的 根 近 似 为 z 一 0.9。 写 出 用 于 定 立 扩 关 的 M 了 国 数 为 ， 
fanction 上 [ 王 Jun_ex2kxy) 
【一 sqrlg1 十 X ”27 一 tahtx7s; 
然后 调用 bisec _g,m 国 煞 : 
bisece_gtfun ex2 .0.8. .0 0 1,3007; 
程序 运行 结果 (图 示 过 程 省 略为 ; 
.natme 一 
fun_ex2 
Bisection 总 cheme 
Ii a b C 全 一 fa)y fce 一 #Cey absffc-fa) absfce-a)72 
1 0.800000 .9986 已 .用 了 94 了. 942e-bD1 1. DODoe-00] 
, 085204 -0 143194 22. 284e-001 95. DO0e-002 
085204 -0.0190741 1 043e-001 2.500e-0o0a 
.8236 -站 07 5. 431 训 -局 各 和 25 人 We- 有 0 
.0086600 -0.019071 2.773e-002 6. 250e-003 


,900000 1.000000 
2 避 .900000 0 950000 1. 000000 
3 0.900000 0 925000 0 950000 
和 .92z5000 0.937500 0 950000 
5 及 ,937500 .943750 0 950009 


避 叫 局 


17 0941461 .9 和 1463 0.94446 和 4 DODUOO0l -DO00b00 .7]7e-006 ]. 3526e-005 
18 0,.941461 0.941462 0941463 0.000001 -0.000003 3.358e.006 7 了, 629e-007 


Tolerance is satisfied. 

Finial resuit :Root 一 0.941462 

例 2.4 求 方 程 人 一 rcoszr)z 一 0 在 区 间 (2,6) 上 
的 根 。 

解 ”首先 编制 用 于 定义 乓 2 的 M 困 数 : 


fanction y 一 dera -bs(xy) 


Biseetiorn Niethed 


外 一 《1 一 其 。 共 ROSA 其) ]。 壬 其 和 
并 为 该 M 画 数 取 各 为 dem-..bs, m，, 然 后 再 调用 bisec_&g 
蚊 煞 , 具 悼 格式 为 : 
bisec -gdem_bs' 2560 7 ,100》 
程序 运行 结果 为 ; 


1. name 一 





图 2.3 二 分 示 韦 转 
derm bs 


Isection Scheme 





。 522 。 数 秆 计算 方法 (MATI1.ABR 语言 舌 ) 


li a b [fa 一 必 a)  fe 一 ce) abst[c-fay ahstc-a)72 
] 2.000000 4.0D000o00 86.0on0nooo0 3.664587 -28.566130 3.2238 | 0001 2 00o0c 十 人 0 
2 4000000 5 DO00000 DODOODO 14 458298 -28.560130 和 302e 十 0Dl 1.0008 十 DOb 
3 .000000 4 500000 5 00000D 工 上 44358298 -091555 6855 十 0 5 人 DODe-btl 


2 4.917183 生日 7185 4.5917187 0.0D0074 -DOnobzb 9 业 ]2e-uob5 1.9b07e-006 
22 4 和 .917185 于 , 昌 17186 和 .日 7187 OOUO27 -0 DUO 7OGc-DOD ,日 37e-OD7 
Tolerance 1s satjsfied， 
Final resulit;Root 一 4.917186 
经 过 "= 22 次 计算 ,得 到 了 方程 的 根 r 一 4.917186 . 败 2. 3 演示 了 ns3 时 的 对 分 计算 过 程 。 
使 用 对 分 法 求 方程 的 根 , 计 算 方法 简单 易 用 ,只 需 知道 方程 根 的 单 根 分 布 区 间 妈 可。 由 盆 
式 (2.4? 和 上 面 的 两 个 例题 可 匈 ,使 用 对 分 法 需要 经 过 很 多 步 的 计算 过 程 才 能 得 到 方程 的 近世 
根 。 为 了 加 快 方程 的 求 根 过 程 , 有 必要 改进 计算 方法 或 采用 其 他 较 好 的 计算 方法 。 


2.4 一 般 迁 代 法 


2.4.1 基本 原理 和 和 迭代 会 式 


先 看 一 个 例子 . 设 有 两 个 函数 > 一 从 z) 和 ?= 一 7, 答 求 其 交点 z" 。 为 此 ,可 将 函数 y 一 了 改写 
成 一 ”的 形式 ,并 给 定 一 个 初始 值 .并 进行 如 下 计算 ， 

(1》 先 计 算 画 数 y 一 典 z) 在 2 处 的 枯 数 值 %, 然 后 计算 了 数 二 一》 在 yw 处 的 值 xi, 即 ; 

3 一 网 IT 一 加 
通过 上 述 变 换 规 则 ,由 re。 得 到 六 ,ri 一般 森 同 于 并且 用 .re 惟一 确定 。 
《2) 再 计算 函数 > 一 风 z) 在 2 处 的 画 数值 办 ,然后 计算 函数 xz 一 y 在 六 处 的 值 rz, 即 : 
入 一 多 了 9 2 一 芒 
通过 变换 规则 ,由 得 到 xiyrs 不 同 于 zi 并 且 由 z 惟一 确定 。 
(3) 这 样 一 直 计 算 下 去 ,就 有 可 能 会 得 到 这 样 的 结果 :计算 参数 y=w(z) 在 z "处 的 函数 值 
7》”，, 热 后 在 计算 冰 数 zx=y 在 ?处 的 值 时 ,得 到 的 结果 就 是 z 7, 即 ， 
3 一同 六 
即 通过 同样 的 变换 规则 , 由 z" 得 到 的 仍然 是 z* ,并 且 该 结果 不 再 改变 ,r"* 被 称 为 不 动 点 。 上 述 
按 某 种 规则 进行 变换 而 得 到 某 个 数列 {zoyziyz wz ，…} 的 过 程 称 为 迭代 过 程 , 即 ， 
1 一 殉 工 《下 一 站 1 2) 

在 上 述 选 代 计算 过 程 中 ,如 果 数 列 {zrooriyra… rz，……} 能 趋向 于 某 个 极限 值 z* , 则 这 个 
极限 值 必然 就 是 函数 7 一 区 z) 和 > 一 y 的 交点 z" ,或 者 是 方程 组 yy 一 Mz) 和 z 一 y 的 解 .于 是 ,就 
得 到 了 一 种 解 方 程 的 数值 方法 一 一 挝 代 广 法。 图 2.4 从 几 和 何 上 描 终 了 乾 代 的 具体 过 程 ， 

一 般 地 , 姐 果 将 方程 组 > 一 光 z) 和 > 一 工 消 去 y, 则 得 到 一 个 关于 的 方程 : 

了 一 纸 工 ) 
或 工 一 斩 了 一 明 
外 一 昌 《32. 5) 
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图 2.4 和 挝 代 过 程 示意 转 
在 方程 /cr)?=0 中 ,两 个 栈 数 的 交点 r "必定 满足 /xz 一 0, 即 Ar 一 0 和 方程 组 y 二 红 了 ) 
和 = 一 同 解 . 根据 这 一 思路 ,上 几 推 导 ,就 可 得 到 方程 (rz 一 0 迁 代 求 根 的 一 般 方法 。 即 对 -- 
个 方程 
一 站 
进行 等 价 变换 ,只 要 将 其 改写 为 隐 式 方程 形式 
开 一 红 了 ) 《2 .61) 
就 得 到 选 代 的 计算 公式 。 并 且 , 称 凡 zz) 为 迁 代 郊 数 , 称 (2.6)? 式 为 一 般 选 伐 公式 。 由 于 殿中 仍 
然 含 有 未 知 数 r, 故 方程 (2. 6) 不 能 直接 求解 .如 果 给 出 一 个 选 代 初 值 z ,由 隐 式 方程 (2.6)? 可 转 
化 为 显示 方程 ， 
3 一 人 了 0 
这 样 ,就 可 以 推导 出 一 般 迁 代 的 格式 : 
DR 一 01;2，… (2.7] 
对 于 纵 定 的 选 代 初 值 z, 按 选 代 格 式 (2.7) 反 复 计 算 , 将 得 到 一 个 序列 zo'zizz， res 当 
一 co 时 ,如 果 极 限 1imz 存在 , 则 称 该 迁 代 糙 式 ri 一 Mr 是 收 筑 的 ,并 且 , 该 极 眼 就 是 方 穆 
7c 一 0 的 根 , 和 否则 称 该 先生 格式 ra 一 红 世 是 发 散 的 。 
例 25 求 方程 二 一 一 1 一 0 在 z= 一 i.5 举 近 的 一 个 根 。 
解 ”可以 将 原 方程 改写 为 zx 一 Yz 十 1 的 形式 。 由 此 ,可 写 出 一 般 选 代 格 式 为 ， 


3 
-二 十] 一 2 十 1， 中 一 口 ， 1 2， 


取 选 代 初 值 mx 一 1.5, 按 照 上 述 选 代 格 式 进行 初次 迁 代 ,得 到 立 = Vzo 十 1 一 1. 35721, 继 续 
选 代 下 去 ,直到 第 ?7 次 和 第 8 次 夺 代 结果 分 别 是 呈 一 1.32472 和 za 一 1.32472 ,两 次 夺 代 结果 相 
同 , 便 得 到 所 求 的 根 z "二 1.32472。 表 2.1 列 出 了 各 次 选 代 的 结果 。 

惠 21 例 2s 备 次 迭代 的 结果 
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“2 。 数值 计算 六 法 {MATIAB 语言 版 ) 

在 使 用 一 般 选 代 法 的 过 程 中 , 适 代 计算 绪 果 并 不 总 尾 收 仇 的 。 例 如 ,如 果 将 例 2.5 所 给 方 
程 改 写 为 < 一 二 一 1: 其 迁 代 格式 为 .mi 一 下 一 1。 知 选 代 初 值 仍 取 .rm 一 15, 则 了 一 2.375:7r: 一 
12. 3976,… ,这 样 继续 迷 代 下 去 ,显然 得 不 到 正确 的 结果 , 即 当 上 -= 时 不 会 看 于 革 个 极限 。 这 
种 迁 代 过 程 是 发 散 的 ,而 发 散 的 迷 伐 过 程 是 毫 无 意义 的 。 图 2.5 给 出 了 夺 代 发 散 过 程 的 图 解 
( 当 |g tryl>1 时)。 因 此 ,在 使 用 一 般 迭 代 法 时 ,必须 首先 检验 迁 代 格式 的 收 敏 性 。 





-1 


中 (fr 一 上 





图 2.S 选 代 发 散 的 过 程 


2.4.2 迁 代 法 的 收 笋 性 


定理 2.2 设 栅 数 失 zz) 在 La, 避 上 具有 连续 的 一 阶 导 数 , 且 满足 条 件 ， 
(1)》 对 所 有 的 <E [ao, 交 ,有 隐 T)E Leo; 
(2) 存在 0<<1 ,对 所 有 的 zE [ae 的 , 始 线 有 | 杂 (z)1 委 碟 ; 

则 方程 Ary=0 或 z 一 愉 z) 有 如 下 性 质 ， 
(1 在 La,o] 上 的 解 写 存在 理 惟 一 ; 
(2 对 于 任意 的 初始 值 zeE fla, 旨 , 和 夺 代 过 程 rw 王 区 ze) 均 收 部 于 了 * 
《3) 误 善 估计 式 为 : 


， 上 
| 节 一 | 扫 一 克 | rr 一代 | 


1 

或 | 一杯 《是 一 二) 

证 明 《1 和 殉 证 # "的 存在 性 。 

在 Le 人 上 ,gz 存在 ,可 导 必 然 连续 , 故 愉 z) 连 续 。 作 本 数 

县 ( 工 ) 一 工 一 弘之) 

则 gtez) 在 Le'5 上 亦 连 续 。 再 由 条 件 (1) 得 ,g(e) 王 ae 一 Ma 二 0 (0) 一 5 一 区 的 六 0 大 必然 有 
六 和 [cj 使 得 gr) 一 0, 即 =Mz 1) 成 立 。 

《2) 再 证 "的 惟一 性 。 

震 在 La, 纪 上 另 有 7" 也 满足 z 一 红 z》 则 由 微分 中 值 定 理 , 有 

六 一 TD) 一 W( 人 (Cr 一 贡 ) 

即 (一 L1 一 杀人 5)] 一 0 
其 中 在 r 与 7 之 间 . 故 #E [ab 由 条 件 (2) 知 ,| 杀人 )| 夭 ] ,1 一 g( 休 夭 0, 所 以 只 有 > 一 工 ， 
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二 的 即 呈 7 
《3) 再 证 明 收 贫 性 。 
李 据 中 值 定 理 , 有 
一 Ta 一 人 一 本 一 人 于 了 与 局 之 间 ) 
再 出 条 件 (2)jg | 委 志 得 
| 一 | 人 一 和 | 秋生 一 (是 一 日] 2 
由 该 相等 式 递 推 , 可 得 : 
| 和 二 天 和 一 | 
从 而 
1 二 一 Slimr 7 一 如 | 
由 有 < 一 志 过 : 知 lm 大 一 0. 故 jimzm 一 并 
(4d4) 量 后 证 明 误差 居 计 式 : 
| 二 一 | 一 
-区 1 一 2 一 克 1 富 一 了 一 (一 元 7r 一 交 | 
克 | 一 王 | 过 记 了 La 二 | 012) 
由 于 
ri 一 了 一 | 人 了 一 玫 和 一 | 有 (并 一 天 -过 | 有 一 到 -| 


其 中 , 在 和 ie 一 0 之 何 。 克 有 ， 


了 了 
| 荆 ” 一 苔 | 妥 本 | 生 ]| 环 一刀 | 


下 了 
乏 一 下 ze 一 2 和 安生 | 二 一 zo| 


定理 2.2 即 为 一 般 欠 代 法 的 区 间 收 敏 性 定理 。 在 该 定理 中 ,条 件 人 1) 保证 ?一 wz 和 > 一 了 
一 定 有 交点 ,条 件 (2) 梨 证 方程 若 有 根 则 必然 惟一 并 且 能 用 选 代 法 求解 出 来 。 这 两 个 条 件 是 充 
分 条 件 而 不 是 必要 条 件 。 食 2.6 给 出 了 定理 2. 2 的 元 何 解释 。 其中:(a) 表 示 同 时 满足 本 个 条 件 
的 情形 ,(b) 表 示 条 件 (2) 不 满足 的 情形 ,fc 表示 条 件 (1) 不 满足 的 情形 ,(d) 表 了 示 条 件 (1) 和 条 
件 (2> 同 时 都 不 满足 的 情形 .因此 ,在 用 迭代 法 求 方程 的 根 时 ,构造 的 迭代 丽 数 风 z) 必 须 同 时 满 
足 两 个 条 件 

定理 2.2 还 给 出 了 和 迭代 过 程 的 终止 条 件 , 即 ， 

一 个 政 租 的 迭代 过 程 , 虽 然 共 理论 上 讲 有 一 jimm* 但 在 实际 计算 时 ,只 能 和 达 代 有 限 次 


数 , 即 只要 迁 代 结果 满足 





[2 一 了 | 【210 
就 能 保证 ,r 充分 接近 方程 的 根 ** 。(2. 10)? 式 称 为 夺 代 过 程 的 终止 条 件 。 

这 里 也 可 再 来 分 析 一 下 例 2.5。 由 于 同一 方程 一 般 可 以 构造 出 客 个 选 代 画 数 , 为 了 保证 选 
代 过 程 收 伍 ,如何 确 定 收 和 化 的 渤 代 画 数 wry 以 及 如 何 选取 迭代 初始 值 r。 呢 ? 根 据 定理 2. 2 就 能 
找到 正确 答案 。 

一 般 说 来 ,定理 2.2 中 的 两 个 条 件 在 较 大 的 有 根 多 间 上 是 很 难保 证 的 ,因此 要 尽 可 能 等 找 
足够 小 的 方程 根 的 分 布 区 癌 。 通 常 可 在 根 .r “附近 来 考察 其 收 伍 性 .于 是 ,就 有 下 面 的 一 般 选 代 
法 的 局 部 收 代 定 理 。 


26 ， 数值 计算 方法 (MATIABSB 语言 版 ) 





人 门 f 2 呈 
【和 人 fb) 





人 fa 人 世人 人 
ke) 《 册 
团 2.5 定理 22 的 几何 解释 
定义 2.3 对 于 和 迭代 函数 失 z) ,如 果 存 在 方程 根 z" 的 一 个 邻 域 4: 17 一 z ”| 委 9, 迁 代 过 程 
对 于 任意 初 值 rsE4 均 收 委 , 则 称 这 种 收 伍 性 为 局 部 收 伊 性 。 
定理 2.3 设 凡 xz) 在 了 一 红 T) 根 了 "的 邻 域内 有 连 往 的 一 阶 导 孝 , 且 
gr | < 《2. 上 了 1》 





则 和 只 代 过 程 具 有 局 部 收 伍 性 。 
证 明 由 于 wz) 在 z 的 邻 域 A:|1z 一 工 "| 委 内 有 连续 的 一 航 导 数 , 故 根据 微分 中 值 定 理 ， 
当 zE4 时 ,有 
人 了) 一 约 菩 ”一 时 (xz 一 + (在 rz 和 之 间 )》 
叉 因 为 | 则 人 | 委 E<1, 所 以 
| 交 z) 一 改天 | 路 人) 人 Cr 一 了 | 委 |7 一 工 " | 雪人 
即 当 了 一 Sr 委 十 让 时 ,有 全 z 一 站 Mr) 扫 风 了 7 本 人 ,或 了 一 ESY 十 ,因此 , 根 
据 定 理 2.2, 对 于 任意 roEt, 夺 代 过 程 ms 一 弥 7 铅 收 就 于 天 。 
例 2.6 用 迁 代 法 求 方 程 2r 一 研一 2 在 [1,2] 区 间 内 的 近似 根 。 
解 1 确定 迷 代 范 数 为 : 
呈 (r) 一 交 r272 十 ] 
选取 计算 初始 值 为 "=1, 用 MATLAB 编程 计算 结果 如 下 ， 
二 虽 了 榴 也 | 9 全 上 8 
上 之 哆 1 11447 1.31829 1.1934 直 1963 1.19791 1.1973 11974 了 1974 
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ee 


六 2 
人 


选取 计算 初始 值 为 愉 王 1, 用 MATLARB 编程 计算 乡 果 如 下 :， 








解 2 确定 近代 肯 效 为 ， 


中 心 1 之 3 | a 必 -> 
xz 一 名 1 1.4142 1.0459 1.3535 1.0824 1.3103 1,1109  … 1.1974 
解 3 靖 定 进 代 天 数 为 : 

mr) 一 也 十 总 
选取 计算 初始 值 为 ze 一 ,用 MATLAB 编程 计算 结果 如 下 ， 

0 1 2 3 4 5 .… nm 十 ] 

一 中 1 15 0.9444 1.6212 0.8805 1.7899  ，… 0.5858 3.4142 


用 了 一 名 (r) 于 代 , 计 算 结 所 为 懂 荡 发 散 。 
用 选 代 法 求 方程 的 很 ,选用 不 同 的 选 代 随 数 ,所 得 到 的 收 或 性 和 收 笋 速度 是 不 一 样 的 。 因 
此 ,在 实际 计算 中 ,应 该 选用 收 敬 的 选 代 法 以 及 收 敏 速度 快 的 计算 方法 。 


2.4.3 迁 代 法 的 收敛 速度 


迭代 过 程 的 收 伍 速 度 , 是 指 选 代 误差 的 下 降 速度 。 迁 代 法 的 站 笋 速度 一 般 用 收 敏 阶 来 措 
述 。 
定 必 网 ,让 对 于 收 微 的 迁 代 著 zi 一 多 2 昌 《二 一 上 ,2,…) ,如果 存 在 常数 六 1cm0, 使 得 


成 立 (其 中 ae 一 | 二 一 z |, 则 称 该 选 伐 法 是 产 阶 次)? 收 伍 的 .特别 地 , 当 #z 一 1 时 称 为 线性 收 笋 ， 
P 一 2 时 称 为 平方 收 伍 。 
例 27 讨论 一 般 迁 代 法 zs+l 一 红 ry(E 一 1 2 0) 的 收 伍 速 度 。 
解 今 z 王 区 rz 所 以 zh 一 工 = 网 < 二 一 多 工 )》。 根 据 中 和合 定 理 , 有 
THH 一 于 一 所 了 一 匀 工 ”一 时 人 一) 为 中 与 地 之 间 的 某 一 点 。 
/ 因为 eq 一 嫩 +1 一 工 ” 一 了 一 所 以 寺 二 在 根 节 "附近 时 ,有 让 3 一 玉 【六 ”Jes 。 
可 见 , 当 缴 并 天 时 ,一 般 迁 代 法 2 一 了 欧 zt 仆 一 1，2 具有 线性 收 伍 性 。 
定理 24 对 于 兴 代 过 程 x+ 一 红 z) 如果 迁 代 函数 从 了 z) 在 所 求 根 z" 的 邻近 有 连续 二 阶 
导数 ,有 旦 |#(z <1, 则 有 
当 杂 (z ?天 0 时 , 选 代 过 程 为 线性 收 伍 ; 
(2) 当 好 (rr ) 一 0 而 凡人 rz )? 关 0 时 ,迭代 过 程 为 平方 收 敏 。 
证 明 由 已 知 条 件 知 , 选 代 过 程 具有 局 部 收 伍 性 。 
对 于 在 根 : 7 附近 收 伍 的 先 代 公式 mr 一 多， 出 于 
ei1 下 一 人 一 红 ) 一 约 开 一 有 (人 075 一 开 一 时 人) 
这 里 过 为 关 导 上 之 则 的 某 一 点 , 当 z 在 根 了 的 附近 时 ,将 有 e+liss 好 (rz Jet, 故 有 : 


。 时 
lim- 二 -9(z 7 ) 
旧 一 e 到 二 


。 28 。 数值 计算 方法 (MATI1AE 语言 版 ) 


因此， 看 时 人 0 胡 选 代 过 程 仅 为 线性 收 伍 。 苦 9 Cr ) 一 0, 则 将 尼 xro) 在 根 .”… 处 作 泰 


下 7 入 





的 了 一 和 7 十 


有 一 .PH Dr , 故 由 上 式 可 得 : 
一 呈 Cn 一 7 六 





4 一 开 


iimneesl 全 呈 C 0 


是 “mn 人 


从 而 
迭代 过 程 为 平方 收 伍 ， 
一 般 填 伐 法 的 收 和 化 速度 还 可 以 是 疡 阶 收 伊 的 。 设 zz 在 了 一 民 ) 的 根 了 "内 近 有 连续 的 请 
阶 导 数 , 且 杂 人 一 略 (r 一 人 二 儿 ) 一 0 和 Cr 天 0, 则 迁 代 过 程 ri+ 一 多 rn 是 疡 阶 
收敛 的 。 
在 用 选 伐 法 求解 方程 的 根 时 ,可 以 先 判断 迁 代 国 数 的 收 伍 速 度 热 后 再 具体 计算 。 作 为 练 
习 , 请 判断 鲍 2.6 中 各 种 选 代 郴 数 的 收获 速度 。 


2.4.4 路 和 义 过 程 的 加 速 


一 个 收 笋 的 迭代 过 程 , 只 要 选 代 次 数 足够 多 ,就 可 以 使 计算 结果 达到 任意 指定 的 精度 。 但 
是 ,如 果 收 化 过 程 过 于 缓 宴 .计算 工作 量 过 大 , 则 在 实际 计算 过 程 往往 就 要 考虑 加 速 收 伍 过 程 
的 问题 。 

1. 选 代 公 式 的 改进 

设 zt 表示 由 -zx 经 过 一 玫 迁 代 后 所 得 到 的 结果 ri 一 民 吉 ,由 微分 中 值 定 理 , 有 

了 一 和 一 约 开 ) 一 风 区 一 时 (Cr 一 辣 ) 

其 中 ,为 mx 与 写 之 则 的 某 一 点 。 假 设 允 (4z) 在 求 根 范围 内 变化 不 大 ,可 以 近似 地 看 成 某 个 定 值 
,根据 选 代 法 的 收 生 条 件 , 有 |c|<1。 于 是 有 


时 种 扯 ] 一 
立 一 了 HISC 二 一 13 从 而 二 一 Tt 一 1 


om 


故 TH 一 TH 十 (一 TD) 一 Zr 一 Ta (2. 12) 


1 一 
2z441 比 二 更 接近 根 * 。 因此 ,和 迷 代 收 误 的 过 程 得 到 了 加 速 。 
构造 一 般 渤 找 法 加 速 会 式 的 具体 方法 如 下 
《1 7 0 


《2 ) 24+1 一 t+1 十 T 了 (ze 一 2 其 中 上 | 扫 ]。 


2. Aitken( 挨 特 金 ) 加 速 法 


在 公式 (2. 12) 中 确定 9 时 ,需要 计算 选 代 画 数 的 导数 册 (Cz)。 这 在 实际 计算 中 是 不 太 方 便 
的 ,因此 可 以 作 进 一 步 的 改进 。 由 于 在 上 面 已 有 : 
T 一 风 人 7 一 
故 将 选 代 秆 rs: 青 进行 一 次 选 代 计算 ,得 : 


= 一 。 
Tt 一 罗 工 上 二 12 下 一 了 1 一 人 (7 下 1 
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_ 人 一 本， (T“ 加 
以 六 
所 了 ”一 -人 CT 一 .31 
守 全 3 
解 之 ,得 2 (2.13) 


-1 一 2 十 
放 是 ,就 有 如 下 的 只 代 公开 : 
《1 TH 一 约 -0) (27 TI 一 GCT) 《3 Tt 
Pt 一 汪 7 十- 

Aitken 加 速 法 的 几何 解释 如 图 2.7 所 示 。 假 设 mm 为 方程 z 一 ECz) 的 一 个 近似 根 , 由 .m 一 
Exzo 和 工 全 一 gx) ,在 曲线 上 yy 一 ECr 上 可 以 定 出 戎 点 afroz)7 和 疡 Cr7i) 作 弦 线 
zt 与 直线 y 一 交 于 请 . 则 户 点 坐标 到 满足 : 


【 衬 1 于 


证人 一 上 全 
一 T 十 一 Cn 一 人) 
二 0 


解 出 zl 即 得 Aitken 加 速 公 式 。 











1 
1 
上 
上 
1 
1 
上 
‖ 
1 
1 
1 
】 


园 2.7 Aitken 加 速 法 的 几何 解 生 轩 
例 2.8 用 Aitken 加 速 从 起 求解 方程 妇 一 于 3.2 全 2.8 的 计算 结果 


一 一 0。 

和 解 由 >z 王 mr) 一 习 一 1 得: 
1 
1 . 和 1 三 > 吕 
】， 了 5 各 号 
1.32895 
1 .3248O 
1 32472 






盖 一 3- 一 
Tt+1 一 J 一 ]， HI 一 TH 一] ?37500 
]- 84092 
十 ,4814 
1 .3471 
1. 3251 台 


于 之 ， 号 身 避 5 
部 生 侣 名 
2. 31728 
] . 和 4 和 35 
1. 327T4 






站 
DEF 记 
__ 村 《TH 一 了 1 了 

坏 iT1 Tt ae 
TH 一 2 十 世 总 
二 
5 







取 zo=j1.5, 计 算 结果 列 于 表 2. 2 中。 
此 处 将 发 散 的 选 代 公式 局 一 卫 一 1 经 
过 Aitken 公式 加 速 处 理 , 获 得 了 好 的 收 伍 性 。 


2.5 Newton( 牛 顿 )? 法 






2. 5.1 基本 思想 与 选 代 公式 


通常 对 已 知 方 程 Fzr?=0 进 行 变形 而 构造 的 选 代 函 数 失 z) 不 是 惟一 的 。 在 实际 应 用 中 ,如 
要 希 望 选 代 画 数 失 z) 有 一 种 国定 格式 的 构造 方法 ,就 可 以 采用 下 面 的 Newton 迷 代 法 。 

Newton 选 代 法 的 基本 思想 是 :设法 将 一 个 非 线性 方程 Fr)=0 转化 为 某 种 线性 方程 求 
解 , 其 解决 问题 的 基础 是 Taylor( 泰 勒 ) 多 项 式 ， 具 体 揪 述 如 下 ， 


31， 数值 计算 方法 (MATI.AR 语言 版 ， 


设 六 六 二 0 的 近似 根 为 .* 则 范 数 /在 点 ms 附近 可 用 . 阶 Taylor 多 项 式 记 (ze) 来 近似 ， 


一 一 一 ea 一 -一 


即 ; 
六 一 FT 十 产 (ri 一 了 将 六) 
从 而 得 到 线性 方程 ， 
zi 六 (TI 一 -Ts 昌 2， |》 
解 之 ,得 该 线性 方程 的 根 r, 但 它 是 .Ar) 一 0 的 一 个 新 近似 根 , 记 做, 即 ， 
AD (2. 15) 





二 站 二 
广 ( 人 Ti 
上 云 实 质 上 融 是 一 种 选 代 格 式 , 称 为 Newton 迭代 格式 。 相 应 地 ,Newton 迷 代 冰 数 为 ， 


Ar) 
从 7T) 一 一 万 [7 《2. 167 


于 是 , 按 (2. 167 式 构造 选 代 画 数 解 方程 六 rz) 一 0 的 方法 ,就 是 Newton 和 迭代 法 。 

Newton 迭代 法 的 几何 解释 如 图 2.8 所 示 。 方 程 六 rr 一 0 的 根 巡 为 y= rr) 和 > 一 0C 即 了 
畏 ?的 效 总 。 设 r 为 "的 革 个 初始 近似 信 ,过 户 点 Cro 7zD) 作 > 一 Fr) 的 切线 交 了 轴 于 ri， 
即 为 所 求 得 的 近似 信 .。 继续 过 户 + 点 (zeFCrD) pa 点 Crazy 作 yY 一 ArCz) 的 
切线 , 即 可 有 逛 步 通 近 精 确 的 根 r*。 因 此 ,Newten 法 也 叫 切 线 法 ,因为 它 是 滑 着 曲线 = rzy 上 
菏 一 点 作 切 线 膛 步 外 推 通 近 的 。 从 疡 点 作 切 线 与 了 轴 的 交点 六 + 由 于 yy 一 xzr) 不 是 直线 ,所 
以 jn 就 不 可 能 为 零 。 因 此 必须 以 zt 作为 新 的 起 点 ,从 与 之 对 应 的 户 +: 点 继续 作 切 线 , 重 
复 上 述 步 骤 , 直 至 /zs 充分 小 , 通 近 零 时 为 止 。 






2 了》 





和 1 


图 2.8 Newton 和 夺 代 法 的 几何 甫 县 
例 2.11 用 Newton 达 代 法 求 方程 ze 一 1=0 的 根 。 
解 ”方程 可 改写 为 zx 一 , 即 Ar) 一 xz 一 e 一 一 0, 此 方程 的 Newton 迭代 格式 为 ， 


二 由 


本 人 
十 er 十 
取 只 和 代 初 值 为 ze 一 0.5, 秋 次 灶 代 结 果 为 贡 一 0.57102;zs 一 0.56716: zy 一 0.56714:7 一 0. 
56714。 由 此 可 多 , 选 代 4 次 即 达 到 了 |z, 一 zs| 委 0.000005 的 要 求 , 收 伍 速 度 是 很 快 的 。 
例 2. 12 推导 立方 根 的 Newton 选 代 公 式 , 并 求 e=155 的 立方 根 。 
解 ” 该 问题 等 价 于 求 Ar) 一 2 一 a 的 替 点 , 即 解 方程 ， 
乒 二 一 了 一 4 一 站 





下 4 十 1 一 了 一 


运用 Newton 迭代 公式 ,有 : 


第 2 旭 方 穆 求 根 *， 31， 





昌 心 1 己 弓 
了 各 虽 . 535- 371831 吕 。 宁 了 ] 和 名 在 《 太 ECt 


仅 迭 代 3 步 就 求 得 精确 和 解 。 再 使 用 较 差 一 些 的 初 值 mm=10, 则 选 代 计 算 结 果 为 : 
mn 1 2 3 4 
10 7.183334 5.790176 5.401203 5.371847 5. 371686(exacty) 


选 代 5 蓝 之 后 得 到 精确 值 。 
使 用 Newton 法 求 方程 的 根 , 在 什么 条 性 下 .选取 什么 样 的 厢 始 值 ro, 才 能 够 保证 欠 代 过 程 
总 是 收 和 化 于 方程 的 根 z“* 呢 ? 这 是 运用 Newton 法 求 方程 根 的 重要 问题 。 


2.S$.2 Newton 法 的 收 伍 性 与 妆 剑 速度 


1. 收 敏 性 与 收敛 速度 


对 Newton 法 的 途 代 末 数 即 公 式 42. 16) 取 导数 ,有 :; 
《7 (》 
-全 
假定 z "是 Fz) 一 0 的 一 个 单 根 , 即 帮 z7 一 0 关 (r 天 0, 则 有 凡人 一 0。 所 以 , 当 工 充分 昔 
近 xz 时 ,可 使 | 作 (Cz) | 入 工 志 1 成 立 , 从 而 根据 迭代 法 的 局 部 收 伍 性 定理 可 知 ,Newten 迁 代 法 
在 单 根 z* 的 邻近 是 收 伍 的 。 即 有 下 面 的 Newton 法 局 部 收 敏 性 定理 。 
定理 2.5 者 "为 方程 上 z)=0 的 一 个 单 根 , 即 帮 ez =0 和 户 (z ?天 0,7z) 在 r 邻 域内 
有 连续 二 阶 导 数 , 则 由 Newton 公式 (2. 15) 产 生 的 选 代 序 列 {zj) 局 部 收 和 化 于 了 ,并且 收 敏 速度 
至 少 是 平方 收 煞 的 (如 果 . 六 (zx 7) 关 0, 山 收 化 速度 为 平方 收 伍 )。 
这 时 只 种 证 明 收 和 化 速度 。 
证 明 因为 Fr 一 Dr ) 天 0, 所 以 gz ) 一 0, 收 化 速 度 至 少 是 平方 收 敏 的 。 


(zy Ptz) Flzr) 


所 以 ,只 了 六 ( ) 夭 0 就 有 对 4z ?天 0, 因 而 根据 定理 2. 4, 收 敏 速 和 是 平方 收 敏 的 。 

可 山 ,Newton 法 的 收 伍 速 麻 是 较 据 的。 定理 2. 5 指出 了 Newton 迷 代 法 收 侣 的 充分 条 件 。 
在 应 用 INewton 法 求 方程 的 根 时 ,应 该 在 根 z"* 的 附近 选取 迁 代 初 值 zo, 以 保证 迭代 过 程 的 收 繁 
性 。 在 实际 计算 过 程 中 ,可 以 使 用 冰 孝 图 像 法 来 帮助 确定 先 长 初 值 r。 如 果 要 想 知 道 Newton 
法 在 根 的 分 布 区 冶 |a ,人 上 的 收 仇 性 , 则 庶 该 使 用 下 面 的 定理 。 

定理 2.6 设 /z) 在 区 间 [a, 避 上 二 阶 导 数 个 在 , 且 满 足 ， 

(17 Fe 

(2 六 ( 了 天 0T7 人 (GD) 

《3 三 (rz) 不 变 导 ,7E (Ce 二 》 

《1 (ro fa) 
则 Newton 迁 代 公式 (2. 15) 收 伊 于 方程 Fr 一 0 在 (a, 纺 内 的 惟一 根 z* 。 


3 数值 计算 片 法 (MAT1 ASB 语 育 版 ) 

团 2.9 给 出 了 满足 定理 2.6 和 条件 的 由 种 情况 。 定 理 2.6 的 条 件 () 操 证 根 的 存在 性 ;条 忻 

{2) 表 明 图 数 单 调 , 根 惟一 ;条 件 43) 表 明 本 数 的 和 目 古 性 生变; 条 件 54 保 证 妆 字 和 [La 5 时 ,or) 
代 [wo 记 ]。 





(rc 





图 3.9 定理 2.56 的 几何 租 琶 
定理 2.6 的 条 件 (4? 志 可 以 表述 为 : 
友人 <5 一 a， 大 人 <6--a 
此 时 ,对 任意 的 初始 近似 值 zeE te, 约 ,Newton 法 均 收 伍 于 方程 的 根 工 " 。 
例 2. 13 求 方程 e 一 5z? 一 0 在 区 间 [2,5] 上 的 根 。 
和 解 ”用 图 像 法 作出 画 数 /xz)?=e 一 5z 的 图 像 ,如 图 2. 10 所 示 。 很 显 热 ,方程 在 区 间 [2， 
5 上 有 一 单 很 。 


Mewton lteration 


一 XPE) 一 5 


下 [) 





图 2.10 例 2.143 丁 归 的 转 像 
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(1 在 根 . 妨 的 附近 选取 迭代 初 值 ,用 局 部 收 伍 性 定理 来 判断 闪 代 过 程 的 收 全 性 .其 二 阶 导 
数 . 产 tr) 一 一 10 在 整个 定义 域内 为 一 连续 函数 , 故 Newton 法 在 该 方程 (全 部 ) 恨 的 附近 (都 ; 
具有 局 部 收敛 性 . 选取 初 值 z=4.5. 计 算 结 果 为 r 一 4.7079379 。 如 果 不 是 在 区 间 [2,5] 上 什 
近 根 的 附近 选取 初 值 ,就 不 能 充分 保证 选 代 进 程 收 急于 根 盖 一 4.7079379。 例 如 ,选取 初 衢 必 
一 2.5, 刚 迭代 计算 结果 收 伍 于 方程 的 另外 一 个 根 .re 一 凡 6052671 。 

(2) 用 区 间 收 伍 性 定理 来 判断 闪 代 过 程 的 收敛 性 。 

时 产 ( 站 一 6 一 10r 一 0 得 到 本 数 在 区 间 !L2 ,5] 上 的 驻 点 一 3.5771521; 由 六 (rr) 一 全 一 10 
一 0, 得 到 函数 在 区 间 [2,5] 上 的 拐点 r: 一 2. 3025851 .因此 ,在 区 间 人 zi,5] 上 :FFz 5 0i 对 
于 任意 的 rE (om ,5), 姑 终 有 户 (r)0 和 P 记 (0。 所 以 为 满足 普 (zro)7rom>0, 必 须 合 初 值 
meEtzr ,5]。 如 果 即 取 ro= 王 5, 则 能 充分 保证 选 代 计算 结果 收 伍 于 根 了” 。 但 如 果 取 -ro 一 3.7 丰 
(rr 5 ,PC(zrofro0 是 香 成 立 ? 这 样 佑 会 有 什么 样 的 选 代 计 算 结 果 ? 请 动手 逊 一 试 。 


2. 初 值 的 选取 方法 


席 用 Newton 法 求 方 程 的 根 ,选择 初始 值 . 很 重要 。 如 果 取得 丛 离 所 求 方程 的 根 较 远 ， 
就 可 能 使 哆 代 过 程 发 散 或 增加 选 代 次 数 。 查 是 ,根据 Newten 法 收 笋 性 定理 来 选取 初始 值 , 往 
往 叉 比较 复杂 。 为 此 ,通常 可 以 信用 于 面 的 简化 方法 ， 

对 于 方程 . 乒 z 一 0, 如 果 


Ptz 天 0， Pr [2 


则 可 以 保证 在 大 煞 数 情况 下 Newton 迭代 过 程 的 收 伍 性 。 
例 2.14 用 Jewton 法 求 菩 一 一 1 一 0 在 zx 一 1.3 附 近 的 一 个 椒 。 


(2. 17) 





解 “ 原 方程 的 Newton 选 代 格 臣 为 xx 一 了 mi 一 2 ,选取 zm 一 1 5, 选 代 结果 为 ; 
3 一] 34783， 一 1.32520， 3 一 ].32472， 4 关 ]. 33472 
即 选 代 4 次 ,有 6 位 有 效 数 字 。 
如 果 适 代 初 信 取 为 ze=0. 6, 则 选 代 计算 结果 如 下 ， 
R 1 1 3 革 0 1 1]1 


Tt 0 617.9 11.94680 7.985519 5.3960908 … 1.324913 1.32472 


即 需要 和 迭代 11 次 才能 达到 计算 精度 的 要 
求 。 

例 2.15 求 方程 大 了 一 嫩 一 2x 一 5 一 0 15 
在 zxo 关 2 附近 的 实 彬 。 

解 [PC2) 了 一 [3X 央 一 2 下 一 10: 一 


2 地 





100,|FC2)AP"(2371/2=EX12/2 一 6, 有 : 总 5 
[PC2)]2> | 722。，A(27172 
所 以 可 以 用 xzo 一 2 作为 初始 值 。 和 迭代 结果 为 
了 1 一 2 za 一 3.09457 7 一 2.09455。 
如 果 选 取 z 一 一 2 作为 初 值 ,虽然 不 能 0 
满足 (2. 17) 式 的 条 件 , 但 计算 缚 果 还 是 收 -2 -15 一 | -05 D n5 ll 15 2 25 3 


图 2.11 例 2. 1 的 选 代 计 算 过 程 


3 和 41。 数值 计算 市 法 (MATILAB 语言 版 ) 


一 一 一 一 -一 -一 rr 


伍 于 方程 的 根 , 只 不 过 是 夺 代 次 数 有 所 增加 。 图 2.11 表示 了 .= 一 一 2 的 选 代 计算 过 程 。 


2.6 Newton 友 代 法 的 改进 


2.6.1 Newton 下 山 法 


Newton 法 的 收 伍 性 与 初 值 的 选取 有 很 大 关系 ,如 果 >e 仿 离 方程 的 根 .r* 太 远 , 风 
jewton 法 可 能 发 散 或 选 代 次 数 增 加 ,因此 ,有 必要 对 选 代 法 加 以 改进 。 
例 2.16 用 Newton 法 求 了 3 一 z 一 1 一 0 在 m1 5 上 个 根 。 


解 原 方程 的 Newton 迁 代 格式 为 zi+1 一 生 一 于 一 , 迁 代 结 直 果 为 了; 一 1. 32472。 如 果 选 


找 初 值 取 为 ro 一 0.6, 则 选 代 一 次 所 得 结果 六 一 17. 9 就 大 大 运 商 了 。 因此 , 选 代 过 程 可 能 是 
发 散 的 或 迁 代 次 数 增加 ， 

为 了 避免 选 代 过 程 出 现 发 散 或 选 代 次 数 增加 ,可 对 迭代 过 程 再 附加 如 下 一 个 条 件 ， 

| .FrtD|< LACzee)| 《号 工 剖 7 

即 保证 函数 值 单调 下 降 , 则 上 例 中 的 现象 可 以 避免 。 

将 条 件 52. 18》 与 Newton 克 代 法 合并 起 来 , 即 在 保证 函数 值 稳定 下 降 的 条 件 下 ,用 Newton 
法 来 加 快 夺 代 , 这 就 是 Newton 下 山 法 。 

Newton 下 山 法 的 具体 操作 如 下 ， 

将 用 Newton 法 求 得 的 铺 果 zril 与 前 一 步 选 代 的 近似 值 盖 适当 加 权 平 均 , 作 为 新 的 改进 值 
zi+iy 即 : 





1 一 中 下 1 十 (1 一 让 区 【2. 19) 
__ 1 了 0z 
或 二 十 1 一 4 Fr 《2 207 


其 中 .404<1) 称 为 下 出 因子 。 然 后 ,适当 选择 的 值 , 使 之 满足 条 件 (2. 18) 。 

下 山 困 子 * 的 选择 是 一 个 逐步 试探 的 过 程 ,可 以 从 4 一 1 开始 ,将 1 逐步 减 半 进 行 试 算 ,一旦 
条 件 (2. 18) 满 足 , 则 称 下 山 成 功 ; 否 则 称 下 山 失 败 , 需 另 选 初 值 re 再 试 。 

现在 用 Newton 下 山 法 来 考察 例 2. 16: 仍 取 zo 一 0.5, 特 用 Newton 法 求 得 前 过 一 17.9 与 初 


值 m 一 0.6 加 权 平 均 ,并 取 ) 一 芭 , 风 
司 一 芒 厂 十 纺 z 一 工 140625 
这 个 结果 比 17. 5 要 小 许多 。 可 抠 , 上 述 严重 偏离 "的 现象 已 经 不 葛 存 在 ， 
2.0.2 简化 Newton 法 


应 用 Newton 法 求 方程 的 根 , 需 要 计算 函数 的 导数 。 如 果 函 数 的 导数 本 复杂 ,计算 量 大 且 

票 玉 , 这 时 可 以 用 常数 值 c 来 代替 函数 的 导数 值 , 则 选 代 公 式 就 变 成 ， 
人 《过 211) 
这 就 是 简化 Newton 法 。 在 (2.21) 式 中 ,常数 值 < 的 选取 可 以 根据 迭代 函数 及 收敛 条 件 来 确定 ， 


记 贷 并) 一 工 一 妇 开 ? 


第 : 章 方程 求 根 3 





则 gm) 一 1 一 大 
由 CD 一 | 一 全 <-1 ,得 
0 一 二 ec 一? 【之 22) 


这 样 ,常数 值 " 就 容易 确定 了 。 

简化 Newton 法 的 几何 意 光 是 :过 点 (rs Fr 以 
c 为 笑 率 , 作 一 直线 与 了 轴 的 交点 近似 代替 曲线 与 xx 轴 
的 交点 ,如 图 2.12 所 示 。 


2.6.3 弦 截 法 


区 帘 法 是 Newton 法 的 简化 与 改进 , 它 保 和 留 了 
Newtion 法 收 伍 速度 快 的 优点 ,克服 了 需要 计算 国 数 的 导数 广 (z) 的 缺点 。 
如 果 用 差 商 





转 2.12 区 化 Newton 法 


Ce 一 六 (区 1 


4 一 1 
代替 Newten 挝 代 法 中 的 请 (Cz, 则 可 得 到 下 面 的 离散 化 形式 : 
人 
TI 一 人 
《2. 23) 式 中 的 等 号 右边 , 即 为 图 2. 13 所 示 曲 线 
一 六 TD) 上 记 点 (FT 与 放 点 (zs 邱 
(rt)) 相 连 的 直线 或 弦 线 的 方程 式 。 按 (2. 23) 
式 求 得 的 x+ 就 是 该 弦 线 与 轴 的 交点 的 横 
坐标 , 故 该 方法 被 称 为 芯 截 法 。 另 一 方面 ,对 照 
Newton 法 ,2. 23) 式 实 味 上 也 可 坟 罩 成 是 用 
经 过 曲线 ?一 产 r)? 上 关上 点 (Csfze)7 和 
Pr 点 (CryFzi) 的 割 线 的 斜率 来 代替 阔 数 在 
思 砚 rr) 的 导数 , 故 该 方法 又 被 称 为 割 
线 法 ， 
弱 截 法 是 一 种 两 步 迭 代 法 , 即 在 计算 zi+i 
时 ,必须 先 给 出 zx 和 加 。 因 此 ,在 使 用 公式 
(2. 23) 时 ,必须 首先 给 出 两 个 选 代 官 值 re 和 > 沪 ,否则 无 法 启动 夺 代 运算 。 
在 (2. 23) 式 中 ,点 可 以 一 直 用 一 个 固定 点 .ro 点 来 代替 ,此 时 弦 截 法 演变 成 了 单 点 弦 裁 
法 ,其 斤 何 解释 如 图 2. 14 所 永 。 相 应 地 ,图 2. 13 称 为 双 点 弦 截 法 。 
弦 裁 法 的 收 伍 性 有 下 面 两 个 定理 
定理 27 设 函 数 六 rz) 在 区 间 [Le, 罗 上 存在 二 阶 导数 , 旧 满 足 条 件 ， 
(41) (7) 在 区 间 [a ,5 上 不 改变 符号 ， 
(27 六 (2Z) 在 区 间 [e, 加 上 不 等 于 零 ; 
(3 Fa Di 
(t) ro& [at] 且 满足 条 件 六 ro 天 (ro)>>0ymEfa,5]。 


《2. 23) 





图 2.13 到 点 绝 截 法 





* 3 数值 计算 方法 (MTLA 有 诸 言 版 ) 





围 2.14 单 点 弦 截 法 的 斤 何 解释 


这 时 ,由 递 推 计算 会 起 


让 1 一 .了 一 元 人 二 Cr 了， 《天 一 十, 二》 《241 


而 得 的 序列 {zr,} 单 亩 收 伊 于 六 rz) 在 [ab 上 的 惟一 解 开 。 

该 定理 即 为 单 点 弦 截 法 的 收 化 性 定理 。 

定理 28 设 二 为 扩 z) 的 实 根 , 记 (zi 和 万 (z) 在 包含 了 "的 某 一 区 间 是 连续 的 ,并 且 
六 (7 ) 关 0, 则 当 xe 和 -ci 足够 接近 xz 时 ,由 递 推 计算 会 式 


了 1 


To 一 To TCF ICzo)， 《8 一 1 2 《2. 25} 


而 得 的 序列 {z, 收 徊 于 z” 。 
该 定理 即 为 双 点 弦 截 法 的 收 委 性 定理 。 


本 章 小 结 


非 线 性 方程 求 根 的 数值 解法 ,首先 要 求 确 定 根 的 分 布 区 间 , 卫 具有 局 部 收 各 性 的 迭代 棒 式 
其 初始 区 间 要 尽 可 能 小 。 在 运用 各 种 数值 求解 方法 时 ,要 考虑 解 的 收 伍 性 ,进而 要 考虑 收 化 速 
度 和 计算 量 。 本 章 要 求 掌 握 如 下 内 容 : 

(1) 对 于 二 分 搜索 法 的 解 题 思想 ,如 何 确定 有 根 区 间 以 及 如 何在 容许 误差 范围 内 确定 根 
的 近 拟 值 ， 

《2 对 于 简单 迁 代 法 的 基本 思想 ,如 何 构造 迭代 函数 ,如 条 判 定 迁 代 格 式 的 收 伍 性 。 

(3) 对 于 牛顿 只 代 法 的 解 题 思想 ,牛顿 选 伐 格式 是 如 何 建造 的 ,熟悉 迁 代 的 计算 过 程 和 选 
伐 初 值 对 选 代 速 度 的 影响 。 

《4) 保证 牛顿 迁 代 法 收 敏 性 的 条 件 ,下 山 央 子 , 牛 顿 下 出 法 的 选 伐 过 程 。 

(5)》 茂 截 法 的 迁 代 方法 , 弦 截 法 可 以 避免 计算 导 温 数 的 原理 , 弦 截 法 的 选 代 过 程 ， 

“6) 方程 求 根 的 MATLAB 函 教 及 其 调用 格式 。 


2 | 
2 2 


2 


2 


2 


z. 1 


写 
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在 区 记 [0,r] 中 用 二 分 法 计算 tan 1(3.5)。 提 示 : 求 解 tanfzr) 一 3.5,0<ST 扫 1 

对 于 用 二 分 搜索 法 求 方 程 王 一 一 1 一 0 在 [1,2Jj 区 间 内 的 近似 根 , 问 :准确 到 10 “至 
少 要 二 分 搬 次 ? 

用 二 分 法 求解 下 列 方程 的 根 : 

《17 0. 5expfzrr3) 一 sinfzr) 一 Dr 0 

(27 1og(T 十 工 ? 一 天 一 修 

方程 刀 一 f 一 1 一 0 在 了 = 一 1.5 附近 有 根 , 可 以 把 该 方 狂 写成 如 下 4 种 不 同 的 等 价 形 
式 ; 

《1i) zx 一 1 十 14z: ,对 研 的 先生 格式 为 xy 一 1 十 1723 


(2) rs 一 1 十 疡 ,对 应 的 迭代 格式 为 ri 一 V1 十 旭 
《3》 2z2 一 170r 一 1), 对 应 的 选 和 伐 将 式 为 有 fl 一 YL1AC 一 1) 


(4)》 一 Yz 一 1, 对 应 的 迁 代 格式 为 ri 一 人 一 ] 
斌 判断 寿 外 和 迭代 格式 在 迁 代 初 值 zo 一 1.5 时 的 收 笋 性 。 选 出 其 中 一 种 迁 我 榕 式 求 广 
程 的 根 到 4 位 有 效 数 字 。 
用 Newton 法 求解 下 列 方程， 
【17 Cr 一 0. 5exptTA3) 一 SI) 工人 站 
《2) 一 logft1 十 区 7》 一 科 ! 
[3) 厂区) 一 eXD《E TD 一 吾 交 2 
[47 靖 (z) 一 z 十 27 一 1 
《5》 AKCzy》 一 wz 十 2 一 并 
两 处 梢 圆 最 案 有 4 个 交点 , 栅 圆 方程 如 下 : 
(一 272 十 (9 一 3 十 277 一 5 
2 一 3 和 十 (9737 一 4 
试用 Newton 下 出 法 找 出 奖 点 坐标 。 提 示 : 先 消 掉 工 或 y， 只 熏 下 一 个 变量 之 后 再 求 
解 。 
编制 二 分 搜索 法 的 计算 流程 图 。 





插值 方法 与 曲线 拟 合 方法 





3.1 引 言 


在 科学 研究 和 工程 实践 中 ,要 研究 的 画 数 = .Ar 往往 比较 复杂 ,有 时 很 难 间接 写 出 其 数 
学 表达 式 。 但 是 ,可 以 通过 实验 观测 等 手段 ,获得 该 函数 的 -组 观测 数据 (离散 采样 值 . 或 称 采 
样 点 ) ,如 

《ri 一 人 1 

等 ,这 样 , 函 数 y=.A ) 就 直接 以 函数 表 的 形式 被 表达 出 来 卫 。 显 然 , 仅 仅 有 函数 表 , 赋 究 和 应 
用 都 很 不 方便 。 因 此 ,希望 用 离散 数据 的 函数 表 构 造 某 个 (简单 的 ? 国 数 gtz) 去 遇 近 或 代替 原 
阴 数 .六 7r)y。 这 种 方法 被 称 为 数值 通 近 方法 ,其 中 ,构造 画 数 5(z) 称 为 逼近 图 数 , 原 盯 数 /zzr) 称 
为 被 过 近 国 获 。 

常见 的 数值 再 近 方 法 有 揪 值 方法 和 曲线 拟 合 方法 等 。 


3.1.1 播 值 方法 


如 果 观 测 数 据 的 误差 较 小 , 则 可 将 其 作为 准确 值 来 处 理 , 即 观测 数据 4z,y? 和 图 数 上 六 -) 
之 间 存 在 如 于 关系 
一 2 
因此 ,于 构造 的 国 数 gtz) 也 应 该 严格 满足 下 列 关 系 : 
订 [ 一 加 一 和 ,12 用) 
好 通 数 gtz) 通 过 所 有 的 采样 点 。 这 就 给 出 了 郴 数 5(z) 的 一 种 构造 的 束 条 件 。 
定 久 3.1 已 知 函 数 ?7 一 .六 xz) 定 义 在 区 间 [a, 加 上 ,在 已 知 点 a 委 ro<m<Ta 的 co 委 处 
的 值 厂 mm。 奶 果 存 在 一 个 函数 关 (z)? 清 足 插值 条 件 , 即 
由 (TD 一 基 一 0 2 《3 1 
则 称 产 () 为 Fr) 的 插值 困 数 ,romyz…yan 为 捅 值 节点 ,区 间 fa ,5 称 为 插值 区 间 ,任意 给 
定 的 点 zx 称 为 播 值 点 ,构造 插值 函数 交 (z) 的 方法 称 为 插值 方法 .特别 地 , 若 插值 数 户 z) 是 一 
个 次 数 不 超 过 ”的 代数 多 项 式 
页 《一 Ga 下 人 rn I 十 … 十 az 十 ec fa 为 实数 ) 
则 称 户 5z) 为 插值 多 项 式 。 这 种 插值 方法 称 为 光 项 式 插 值 方法 . 
- 般 地 ,插值 方法 适用 于 观测 数据 的 准确 度 和 可 莫 性 较 高 的 场合 . 


3.12 曲线 拟 合 方法 


如 深 观 测 数据 的 误差 较 大 ,不 可 能 也 没有 必要 将 它 作 为 准确 值 来 处 理 , 则 只 要 求 所 构造 的 
晒 数 gtz) 尽 可 能 靠近 这 些 采 样 点 曾 不 要 求 通过 这 些 采 样 点 。 即 要 求 所 构造 的 画 数 g(z) 和 采样 
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点 Crswot 一 1:2.0) 之 问 满 足 某 种 误差 准则 , 如 
Re= > Fen 
等 ,使 总 的 偏差 妨 为 最 小 即 可 。 按 照 上 述 要 求 构造 通 数 gtzr? 的 方法 ,就 是 曲线 拟 合 上 方法 ,其 中 
冰 数 &(r) 称 为 拟 合 函 数 。 
可 见 , 曲 线 拟 合 方法 适用 于 观测 数据 本 来 就 含有 不 可 避免 误差 的 场合 ,不 要 求 构造 的 函数 
gr 严格 地 通过 采样 点 Cr,,y ,而 只 要 求 尽 可 能 地 靠近 它们 。 为 了 提高 拟 合 精度 ,要求 提 供 尽 
可 能 多 的 采 太 点 或 观测 值 。 


3.2 Lagrange( 拉 格 表 日 ) 择 值 法 


Lagrange 捕 值 法 是 一 种 狗 项 式 捕 值 方法 。 下 面 先 从 两 点 播 值 . 三 点 插 价 等 简单 情况 开始 
计 论 ,然后 推广 到 多 点 播 值 即 Lagrange 插值 的 讨论 。 


3.2.1 线性 播 值 ( 两 氮 播 值 或 一 次 揪 值 ) 


线性 播 导 就 是 通过 两 个 采样 点 (ro,yo) 和 (fr 作 一 直线 六 (z)? 来 近似 代替 .Frzy。 根 据 
播 值 条 件 (3. 1?, 有 : 
记 必 ro 一 Yo， 声 作 袜 1 二 二 
因此 ,可 以 写 出 直线 训 itzr) 的 以 下 两 种 表达 式 : 








(1) 点 斜 式 ; 名 (一 3 十 汪 (一 To 
证 一 立 业 一 宛 0 
(2) 对 称 式 ; 让 (1 一 一 了 3 十 寺 一 证 


在 点 斜 式 中 , 守 一 如 即 为 差 商 , 即 当 盖 -zx 时 , 它 就 是 光 。 将 其 伐 人 点 祭 式 方程 中 ,可 得 到 


pi 的 极限 形式 : 

疡 (TD 一 加 十 yp 一 0 
这 就 是 一 阶 Taytoer( 索 勒 ) 多 项 式 。 在 这 理 , 记 (rz)? 由 两 项 组 成 :一 项 是 z 的 霍 次 才 项 式 , 另 一 项 
为 < 的 一 次 多 项 式 。A(z) 的 这 种 组 成 形式 就 是 后 面 将 要 介绍 的 Newten( 牛 辆 ) 插 值 公式 的 形 
式 。 








在 对 称 式 中 , 若 令 
(xz)， 二 一 (rz) (3. 2》 
0 一 衬 1 | 
则 有 
六 人 一 有 CT 十 《3. 3) 


3.2) 和 (3. 3) 式 就 是 线性 播 值 公式 。 其 中 , 必 (z) 和 站 (7) 是 关于 xz 的 线性 多 项 趟 , 称 之 为 插值 基 
困 数 。 它 们 在 节点 zx 和 .m 处 分 别 满 足 : 

to 一 ri) 一 

0fro 一 0D，Vtr)=1] 
于 是 ,可 得 出 重要 结论 :满足 搬 值 条件 户 人 ru) 一 ypCzrD)=mm 的 一 次 插值 多 项 式 各 (rr) ,可 用 
两 个 搬 值 基 郴 数 点 Cz) 和 汪 (z) 进 行 组 性 组 侣 构造 。 即 


“ 数值 计算 方法 !MAATILANB 语言 版 ) 


站 CT 十 石 (ra 3 
例 3.1 已 知 y= ”7 的 果 个 采样 点 (100,10) 利 (121.11)?, 求 115。 


解 用 点 料 式 计算 ， 

PCv115) 一 10 十 17 一 T00(115 100? 一 10.714286 
用 对 称 式 计算 

AiCVT5) 一 1 人 X10 十 110X11 一 10.714285 








与 精确 值 10.7238 相 比 ,两 者 均 有 3 位 有 效 数 字 。 
在 MATI.AB 中 ,有 一 个 呵 数 interpl 可 以 对 梢 数 表 进 行 线性 播 值 ,确定 模 坐 标 为 xi 的 指定 
点 的 图 数 。 下 数 ( 命 令 )interpl 在 每 一 段 数据 区 间 上 堪 线 性 插值 ,其 中 xi 也 可 以 是 一 个 用 来 指 
宅 式 估 的 向 量 , 它 的 调用 格式 是 : 
yi 一 Intertp1ltxryyxiy) 
这 里 x 表示 数据 横 誉 标 值 的 列 数组 (x 必须 为 单 阐 ),y 表示 数据 纵 坐 标 值 的 列 数 组 。 两 个 列 数 
组 的 长 度 必 须 一 致 ,不 过 y 可 以 包 售 光 列 。xi 是 一 个 标量 或 表示 x 值 的 数组 ,其 对 应 的 y 值 通 
过 线性 插值 算出 。 
例 3.2 盆 设 给 出 如 下 表格 形式 的 请 数 关系 y 一 y(Cr): 
开 D 由 .25 0. 50 0. 75 1.00 
7 0.9162 0.8109 0.56931 0,5596 0. 4055 
其 中 ,yz) 是 关于 z 的 单调 增 函 数 . 用 MATLABH 分 别 计算 出 使 ?= 一 0.9,0.7,0.6 和 0.5 的 z 值 。 
解 这 是 一 个 反 播 信和 问题 ,就 是 说 将 z 看 做 ?y 的 函数 , 即 z=Ay)。 解 此 问题 的 MATLAB 
程序 如 下 ， 
x 一 [0.0,0.25.0.5,0.75, 1.0 了 ]; 
y 一 [0. 9162,0.8109 0. 6931 .0. 5596 0. 4055 了 
yi 一 [0.9,0.7,0.6,0.5 了 了 ; 
XI 一 intetPp1l (yy X, YI71 
[yi ,xi 
听 给 出 结果 ,第 1 列 是 y 信 ,第 2 列 是 x 值 
县 记 汪 一 
0. 9000 “0.0385 
0,. 7000 0.4854 
0. 5000 6743 
0.5000 0.8467 


3.2.2 失物 插值 (三 点 播 值 或 二 次 插值 ) 


抛物 捅 值 就 是 通过 3 个 采 料 点 (Czoyyol,(ziy 和 和 (zz 构造 一 个 二 次 多 项 式 zz(T) 来 近 
似 代 蔡 .Az)7。 根 据 播 值 条 件 (3. 1), 有 : 
产 :(t 一 102) 
因此 ,根据 播 值 条 件 , 用 待定 系数 法 可 以 确定 出 二 次 多 项 式 户 (z) 一 am 十 az 十 az 的 各 个 系 
数 。 这 里 为 避免 解 方程 组 ,使 用 基 男 数 钱 性 组 合 的 梅 造 方法 来 求 二 次 多 项 式 加 (zy。 由 钱 作 播 
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一 


值 的 结论 推广 可 知 . 该 二 次 多项式 zCr) 可 用 3 个 播 值 基 函 数 上 Cr 50zr7 和 产 (r7 进 行 线性 组 全 
构造 。 即 ; 
六 iT 一 矶 Cr 十 站 CT 十 下 人 TI， 【33. 二 3 
3 个 播 值 基 函 数 在 搬 值 节点 .zeo,7i 和 zs 处 应 该 分 别 满足 : 
TD 一 二 了 一 昌 
下 全 昌 人 Ts CT 
站 《了 一 站 并 
即 只 要 确定 出 3 个 插值 基 焉 数 即 可 。 
根据 mtr) 一 5(zo) 一 0 可 假设 mtz) 一 CUz 一 zz 一 zi 将 Czo 一 1T 代 人 ,得 : 


全 (20 一 了 TD 一 了 1 一 ] 
即 (一 
一 一 DT ay 
所 以 (一 (二 人 CR 
[一 站 
这 一 ze 一 2 
《Ta 一 .na 一 了 1 


这 样 ,由 (3.4).(3.5)、(3.6) 和 (3.7) 式 就 构成 了 扫 物 插值 公式 。 即 ; 


( 工 一 下 )( 工 一 2)》 《 工 一 开外 工 一 rz) 十 《一 0 儿 之 一 天 
(一 一 


于 是 ,可 得 出 重要 绒 论 :抛物 揪 值 公式 由 3 个 二 次 插值 基 冰 数 线 性 组 合 而 成 。 
例 3.3 已 知 y= vv 六 在 节点 110,121 和 144 处 的 值 为 10,11 和 12, 试 构造 一 个 二 次 插值 多 
项 式 训 (z), 并 求 v115 的 近似 人 导 。 


解 ” 先 求 出 3 个 插值 基 画 数 的 值 : 
上 (zy 0.18831169 (rz) 一 0.9006211 和 (rz) 一 一 0.0889328 


同 理 下 


了 


疡 zc 一 JJ 


所 以 115 兰 (Cwal5) 一 0. 18821169X10 十 0. 90062 又 11 一 0. 0889328X 12=:10. 782755 
这 个 结果 与 精确 值 10.7238 祖 比 ,具有 4 位 有 效 数 字 。 可 见 , 扼 物 揪 信 要 比 线 性 插值 精确 


3.2.3 Lagramnge 插值 


Lagrange 捅 值 法 就 是 通过 多 个 采样 点 {zilt=0,1,2,…,2) 构 造 一 个 高 次 客 项 式 训 (z) 
来 近似 代 普 斤 zy。 关 于 捅 值 节 点 数 和 过 项 式 侈 数 之 间 的 关系 ,有 姐 下 定理 
定理 3.1 在 "十 1 个 互 异 的 播 值 节点 ro,zrivr:,…,zr. 上 ,满足 插值 条 件 (3. 1? 式 并 且 次 数 
不 商 于 产 的 代数 多 项 式 扬 人 (z) 一 ar 妇 十 at 1 十 光 十 0 国 z 十 ao 存在 且 惟 一 。 
证 明 根据 搬 值 条 件 , 有 ， 
疡 必 了 0 一 和 十 GTo 十 4 十 nt 一 3 


产 必 了 1) 一 6 十 Girl 十 azTt 十 一 


疡 一 an 十 QT 十 GazE 十 2 = 


该 式 是 一 个 关于 来 频数 aoyvaiytiz，…ar 的 线性 方程 组 ,其 系数 矩阵 的 行列 式 是 


“。2。 数值 计算 方法 (MATIAH 语言 版 ) 


一 一 = 一 vv -有 一 一 





Vandermonde( 范 德 蒙 ?行列 式 
】 人 立 了 襄 
1 元 了 本 
7 一 一 】 由 一 
: 。 一 | = 
上 3 LI 


因为 =. 关 ziG 天 门 , 所 以 了 上 关 0。 根据 Cramer 法 则 ,该 线性 方程 组 有 惟一 解 必 aa av， 从 而 
记 uCr7 人 存在 且 惟 一 。 
根据 定理 3. 1, 由 2 十 1 个 采样 点 可 以 惟一 地 梅 造 出 一 个 歌 数 不 高 于 = 的 插值 多 项 式 户 Cr)， 
在 构造 该 插值 多 项 式 时 ,同样 采用 基 函 数 线性 组 合 的 构造 方法 。 可 认为 该 插值 才 项 式 户 (Cz) 由 
a 小 1 个 播 值 基 郴 数 线 性 组 合 而 成 ,其 组 合 系数 就 是 对 应 插值 节点 上 的 函数 值 w (一 0,1,2，… 
好 + 肌 ; 
疡 六 二 站 (十 (CT 十 十 让 从 二 和 十 下 


或 Pr) 一 全 沁 (Cr (3. 8) 
一 站 


在 插 信 节点 上 ,该 案 项 式 满 足 插 值 条 件 : 
声 信 汪 站 二 四 
国 此 ,为 了 使 揪 信 条 件 成 立 , 这 “十 1 个 插值 基 荔 数 z)6 一 01 2 在 证 1 个 
插值 节点 上 必须 分 别 满足 ， 
1 Cr 站 ， 是 让 
皇 ， 是 一 
也 就 是 当 插 信 点 为 第 上 个 捅 值 节点 即 z 一 zj 时 ,在 
记性 开 和 一 攻 7 和 十 机 二 全 站 十 十 站 站 放 十 -十 下 《机 一 忽 
中 ,只 能 是 Arkzi 一 1 而 其 他 的 基 画 数 全 部 为 替 六 (Cr 一 0G 一 0 1 法 一 1 十 Ta)。 因 此 ， 
捅 值 基 末 数 上 4z)2 有 一 个 非 零点 zi 和 7 个 芍 点 ro zz riy 即 可 设 


站 【一 了 0 一 了 《一 了 1 (一 TD 一 站 一 CCz 一 z) 
由 一 站 


点 呈 1 


再 由 上 (zx)? 一 1, 即 可 确定 它 的 常 系数 为 C=1/ 工 (z, 一 ,最 后 得 到 插值 基 丽 数 为 : 
6 


lz) 一 | 用 ( 工 一 TD) /= 一 z0= T 盖 
二 一 疾 一 1 
4 # 闫 ， 
。 《7 一 TD) 一 (一 CT 一 ， 
或 一 人 (元 一 工 ， ef 《TI 一 心 ,] ,2 ， + 昌 ] 
这 样 就 可 得 到 # 十 1 个 捅 值 基 梢 数 忆 (zyGs0,1,2，n, 代 人 (3. 8) 式 ,就 得 到 Lagrange 捅 值 
公式 : 





六 (TD 一 信 二 (z) 。 > 一 | 眶 。 光 {3. 0 
了 站 1 一 自 业 1 二 


或 六 CD 臣下 于 人 人 


本 一 


Lagrange 插值 公式 其 有 了 以 下 特点 ， 
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(1) 对 称 性 :mtr) 与 插值 节点 的 排列 顺序 无 闫 ,只 与 (CryD)G 一 01, 2 22) 有 关 。 
(22)2 一 1 为 线性 桶 值 公 式 ,”= 2 为 抛物 插值 公式 
(3) 当 插值 节点 数 变化 时 , 基 郴 数 需要 重新 计算 ， 
存 附 录 A 中 ,有 计算 Lagrange 插值 的 函数 Lagrange(x ,yxiy。 播 导 中 的 参数 x.y 分 别 代表 
已 知 的 采样 值 ;xi 是 希望 通过 播 值 得 到 枯 数值 点 的 横 坐 标 数 组 .Lagrange(x,y ,xi) 郴 数 的 调用 
格式 为 : 
YI 一 Lagrange(Xyy+XI1 
例 3.4 已 知 采 样 值 为 ; 
x:，11 23 39 51 
7 3.887 4.276 4.651 2.117 
用 MATLAB 函数 计算 在 2. 101 和 4.234 两 处 的 播 值 函 数值 。 
解 MATLAB 程序 如 下 : 
clear 
x 一 [1.1,2.3,.3.9,5. 1]; 
y 一 [3. 887 4, 276，4. 651,2. 117]; 
xi 一 [2. 101,4, 234]; 
yi 一 [LagrangetXyyy Xi 
运行 结果 为 ， 


【 


. 


和. 1457 本 3007 


3.2.4 播 值 余 项 


用 Lagrange 盾 值 公式 计算 除 播 值 节点 其 外 的 某 一 禁 值 点 上 处 的 值 ,其 揪 值 误差 为 : 
民 .(z 一 拓 了 7) 一直 ( 工 } 
该 误差 实际 上 就 是 截断 误差 , 称 民 ,(z) 为 Lagrange 插值 的 插值 余 项 。 
定理 3.2 设 zozmm 为 区 间 [a ,的 内 的 ?十 1 个 播 值 节点 ,而 函数 Az) 在 [ae,o 内 有 一 
阶 鞋 m 十 1 阶 导 数 , 且 已 给 定 % 王 .xD 一 Di 2 则 当 zE [ab 时 ,由 ELagrange 播 值 公 
式 (3.9) 计 算 的 户 Cz) 与 Fz) 的 误差 为 ， 


一 Frz) 一 一 二“《 购 
Ri(z) 一 帮 (xz) 一 户 (z) 一 人 人 Tec- (3, 10) 


式 中 史 是 依赖 上 的 , 它 包 合 在 由 据 值 节点 royziy…z 和 工 所 界定 的 (ea,2 范 围 内 。 
证 骨 设 了 ELa;g 为 一 个 播 值 点 , 当 取 值 为 La :十 ] 内 的 插值 节点 六 和 企 一 0] 2， 好) 时 ， 
《了 3， I0) 直 显然 成 立 。 内 此 ,只 需要 考虑 开 取 值 不 是 插值 黄 点 六 人 一 0,1 * 空 ，， 2) 的 情形。 
为 此 ,可 作 辅 助 一 数 ; 
pOD) 一 AD 一 和 GD) 一 元 名 [7Cz) 一 一 pz 
这 里 
开 ( 一 可 《 工 一 了 三 ( 划 一 HT 信 一 关 ) 
由 于 再 (站 二 人 直人 十 TeJAdPt 一 人 十 170dof 坟 Ade+ 一 让 , 破 


4 数值 计算 方 窟 (EMATI]1.AER 语言 三 ) 


一 一 一 一 vv 


以 站 为 连续 量 数 , 且 有 7 呈 十 1 阶 导数 。 淄 TD 1 2 :5 时 ,注意 刘 耳 (7 一 虽 4 


Ts0, 所 以 有 从 站 症 0。 根 据 Roie 定理 ,有 : 
当红 门 在 Le.5 内 有 72 个 互 异 填 点 时 , 儿 0 在 [Le 加] 内 至 少 有 2 十 1 个 互 异 堆 点 ; 
当 久 (在 [Le 史册 有 am 十 1 个 互 异 替 点 肘 ,好 2 (在 1 ,的 内 至 少 有 mm 个 互 异 堆 点 : 
当时 的 在 La 内 有 2 个 互 异 零点 时 ,到 (在 ta ,5 肉 至 少 有 1 个 零点 。 
go 在 Le ,的 内 至 少 有 1 个 替 点 , 记 为 f 人 (一 0。 
对 红 拟 求 w 十 1 阶 民 数 , 并 令 ! 一 上 ,得 ， 


gr 一 (一 汪 LTACr) 一 和 co]=0 
中 十 【上 
故 有 Fr 一 瑟 (一 地 1 人 


播 值 条 项 公式 (3. 10)? 给 出 了 用 户 人 4z) 来 近似 代 蔡 Fr) 的 截断 误 莽 民 ,Cz)。 在 实际 应 用 中 ， 
对 于 指定 的 精度 se, 要 求 播 值 的 只 ,Cr) 近 8。 
例 3.5$ 已 知 sin30?* 一 172,sind45" 一 2 /2sin60* 一 vv 3 了 372, 求 近似 表示 sinz 的 一 、 二 次 揪 


值 多 项 式 和 sin50" 的 值 ,并 估计 误差 。 
解 《1) 若 取 30" 和 45" 为 捅 值 节点 , 则 一 次 插值 冤 项 式 为 : 


2 12 一 172 1 ww 2 一 1 








久 im) 一 于 十 汪 全 Sr 一 30) 一 二 二 (rz 30) 
所 以 sin50* 宕 六 (50) 一 0.77634 
误差 Ri (50) 一 天 多 (zc 一 zz 一 nm)= 二 (一 -sinmx| 癌 ] (50-_30)(50-451 


一 一 50sin 吕 南 | 一 一 0 01167simg 
py 在 30* 一 60" 之 间 , 故 172<<singp<cd vv 372 因此 有 : 
一 0,.01319<<RR (50)< 一 0.00762 
《2) 和 若 取 45 和 60" 为 揪 值 节点 , 则 一 次 插值 客 项 式 为 ， 


记 (z) 一 妆 二 十 妆 L2 3420z .45) 一 羡 2 3 (xz 一 45) 
45 2 
所 以 sing50" 关 四 (50) 一 站 76008 


FF 表 
误差 Ri (50 一 雪 旦 cz 一 =G 一 oo) 一 二 (一 snpx| 二 | (50 一 45)(50 一 60) 
二 
. 开 1 ， 
一 25singl | 一 全. 005835sing 
Y 在 30" 一 60" 之 间 , 故 172<sinp< w 3 /2 ,因此 有 : 
0. 00381< 吕 (502<0.D006595 
(3) 若 取 30*,45* 和 60 为 搬 值 节点 , 则 二 次 捅 值 客 项 式 为 ， 


(7 一 45)Cr 一 60) 《了 工 一 2 c 一 307 (一 45 
PT9015030 一 河 | 冯 |+z 30)545 二 60] 


所 以 singbg0" ps(50) 一 0.76543 








汪 
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攻 (50- 一 30)(50 一 45)(50 一 60) 一 0 00068cosp 


多 在 30? 一 60" 之 间 , 故 172<ceospe v 3 /72 ,因此 有 : 
0. 00044< 开 (050)<0. 00077 
从 本 例 中 可 知 , 用 ro=45 和 xz = 一 60 两 点 作 反 值 要 比 用 ro 一 30 和 2z=45 两 点 作 插值 精确 ， 
这 是 因为 插值 点 x=50 在 区 间 [45,60] 内 部 . 这 种 插值 称 为 内 捅 ,否则 称 为 外 捅 。 一 般 地 ,内 捅 
要 比 外 播 精 度 商 .二 次 插值 要 比 一 次 搬 值 精度 商 。 
下 面 根据 插值 余 项 定理 推导 线性 插值 的 截断 误差 : 


【2 7 本 【2 
RD 一 盖 TCD 一 站 


开 站 31) 一 二 (一 cms 的 ) 


《一 


可 以 证 明 ,图 数 瑟 (rr) 一 (一 oz 一 2 有 极 小 值 一 (ri 一 -co 故 
克 外 二 记 | (一 (3.11) 


《 荆 一 -TO 一 


| 豆 (C7y | 一 


抑 , 线 此 播 值 的 误差 与 国 数 的 二 阶 导数 和 搬 值 区 间 的 大 小 有 关 。 

根据 (3. 10? 式 计算 捅 值 余 项 ,前 提 条 件 是 必须 已 知 丽 数 .Fz) 在 |a ,6 内 的 sa 十 1 阶 导数 。 而 
实际 情况 却 丛 丛 相反 ,根本 不 能 确定 函数 Fr) 及 其 十 1 阶 导 数 , 仅 仅 知 道 离 散 的 插值 节点 和 
对 庶 的 廿 数值, 即 (zriyDG=01, 2 2)。 那 么 ,怎样 保证 播 值 的 计算 糖度 呢 ? 为 此 ,可 以 有 来 取 
下 面 的 方法 ， 

设 疡 (Czr)? 为 Fr 关于 请 个 播 值 节 点 (zeoyzri…ozr) 的 插值 多 项 式 , 为 了 估计 误差 Ar) 一 了 
(zr)，, 另 取 一 个 捕 值 节点 rr+， 设 元 (z) 为 XCzr) 关 于 个 捅 值 节 点 (2 … ,zyz+i) 的 插值 案 项 
式 。 根 据 插 值 余 项 定理 .有 : 


加 etDTE) 荆 
rz) 一 了 KzD 一 二 Tc 二 ) 


Fe +DTC7) 末 轴 
7 一 到- 友 站 中 于 cs 江 


(cz) 一 Liz) etp 人 E) ， 工 一 轨 
站 () 一 也 (全 ) +) 证 一 证 1 
若 广 "5 人 z) 在 揪 值 区 同上 变化 不 大 ,出 广 汪 (Er 有: 


(ie 【一 (之 )) 











Fr 一 工 ， CD) 元 


只 要 志 (z) 一 六 (zz) 足 各 小 ,就 能 保证 j 二 一 有 这 种 利用 相关 两 次 的 播 值 计 算 结 果 来 
估计 误 善 大 小 的 方法 , 称 为 事后 误差 估计 方法 。 


3.2.5 高 次 搬 值 的 Runge( 龙 格 ) 现 象 


在 区 间 la,o 上 ,运用 Lagrange 插值 公式 进行 插值 , 捅 值 节点 数 越 多 ,插值 多 项 式 的 次 数 
越 商 ,插值 函数 和 害 捅 值 臣 数 重 合 的 点 (在 插值 节点 上 ) 也 越 多 ,插值 计算 结果 的 精度 是 否 也 越 
商 有 昵 ? 下 面 就 来 讨论 这 个 问题 。 
定义 3.2 设 有 2* 二 1 个 插值 节点 的 插值 客 项 式 为 产 (z), 如 果 对 于 任意 的 e>0, 存 在 正 整 
数 疹 , 当 m> 六 时 ,对 被 捕 秆 的 范 数 Fr 及 所 有 >E [ab, 有 
站 一 看 开工 )<E 
成 立 , 则 称 az 一 致 收 做 于 jx)。 


* 让 。 归 值 计算 方法 4MSATIA 上 语言 版 ) 








考察 [一 1,1j 区 间 内 等 节 上 点 的 /Cr) 的 Lagrange 捅 什 。 对 于 像 sinr 和 e 这 样 性 态 较 好 的 
国 数 ,其 所 有 导数 有 同样 的 常数 界 对 ,误差 只 ,CT 一 Ar) 一 关 Cr) 随 着 ”的 增 邵 而 趋向 霍 , 因 此 
增加 揪 利 节点 数 有 利于 提高 插值 结果 的 精度 。 但 在 一 般 情况 下 ,答案 是 否定 的 。 例 如 ,对 于 国 
数 Fr 一 1 十 辣 )， 当 nece 时 , 员 ,(r) 是 描 加 的 。 


全 3.51 给 定 /(z) 一 让 (ze [一 5,5]), 取 等 上 距 节 点 了 一 一 5 二 0.1,…,10), 戈 建立 


择 值 多 项 式 Piokr), 并 作出 其 函数 图 像 ,观察 Putzr) 对 六 z) 的 盟 近 效果 。 
解 ”构造 Lagrange 插值 密 项 式 为 ， 


,人 荆 ) 一 岂 《区 
其 中 , 播 值 基本 数 为 ; 


【 开 一 二 0 一 开工 一 了 Te【 工 一 工 i0) 
《1 


商 出 的 图 形 如 图 3. 1 所 未 ，。 作 为 对 比 ,图 中 述 画 出 了 由 ?7 个 等 距 构成 的 捅 值 多 项 式 Pe(z) 的 图 形 。 


【 工 ) 一 


3 





图 31 等 距 节 点 高 次 揪 傅 的 Runge 现象 

从 图 中 可 知 , 当 播 值 点 取 在 [一 2,2] 范 围 内 时 ,Ptz) 可 以 较 好 地 逼近 六 rz); 但 在 其 他 捅 
优点 处 ,Phkz) 与 六 zz) 的 善 蜡 较 大 ,尤其 在 区 间 端 点 的 附近 ,发 生 了 较 大 的 振东 。 若 节点 数 增 
加 , 则 振 葛 加 剧 .。 该 问题 的 出 现 是 由 于 播 值 节点 是 等 距 造 成 的 。 这 种 对 于 等 距 插值 节点 进行 高 
次 插值 时 所 发 生 的 不 收 伍 现 象 称 为 Runge 现象 .从 图 中 还 可 以 看 出 ,对 于 六 z) 一 17( 十 妇 ? 这 
种 性 态 不 好 的 函数 ,发 现 使 用 低 次 插值 如 Pi(Cz) 效 果 不 理 想 时 ,如 果 企 图 通过 增加 插值 节点 数 
来 提高 插值 精度 , 则 很 容易 出 现 Runge 现象 ,效果 反而 不 如 低 次 插值 的 效果 好 。 

一 般 地 ,为 减 小 Lagrange 插值 的 截断 误差 ,提高 插值 精度 ,可 以 采用 如 下 措施 ， 

(1) 在 插值 区 间 内 ,只 能 在 一 定 范围 (" 魏 7) 内 依 车 增加 插值 节点 的 方法 提高 插值 精度 ,并 
应 该 尽量 避免 使 用 商 次 插值 ,以 防止 出 现 Runge 现象 。 

(2) 修改 搬 值 条 件 。 如 要 求 播 值 函 数 和 被 插值 函数 在 某 些 节点 具有 相同 导数 , 则 应 采用 
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一 -一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 -一 一 


Hermite 开 久米 特 ? 捅 值 等 ， 
(3) 喊 小 捅 值 区 问 或 将 插值 区 阿 分 成 着 上 小 段 .并 在 每 一 小 段 上 合用 低 次 播 值 , 即 采用 分 
段 捕 值 和 样 条 捕 值 。 


3.3 爱 次 插值 法 与 分 段 插 值 法 


3.3.1 Aitken( 埃 特 金 ) 逐 次 线性 反 值 法 


判断 访 散 数据 (Cry20=0,1,2.…,a)? 的 搬 值 精度 , 弃 可 以 采用 事后 误差 估计 的 方法 ,也 
可 以 在 捕 值 点 z 的 附近 选取 部 分 数据 进行 播 值 ,然后 再 增加 一 些 搬 值 节点 进行 插值 。 若 两 次 的 
插值 缚 果 之 差 小 于 规定 的 误差 ,岂可 认为 捅 值 精度 符合 要 求 而 停 赴 继续 插值 .这 种 在 插值 计算 
精度 不 够 时 增加 节点 上 插值 冤 项 式 的 次 数 -一般 趟 宜 超 过 6~:8 次 ) 以 提高 播 值 精度 方法 就 是 所 
亩 的 逐次 揪 什 法。 在 上 述 情 况 下 ,运用 Lagrange 揪 值 方法 存在 一 个 明显 的 缺点 ,就 是 当 搬 值 节 
点 变化 和 增加 时 ,Lagrange 插值 会 式 中 的 所 有 基 郴 数 都 得 重新 计算 , 即 计算 重大. 由 于 插值 节 
点 发 生变 化 和 增加 只 是 个 别 的 节点 , 氏 此 能 否 只 对 发 生变 化 和 增加 的 节点 进行 计算 氛 减 小 计 
算 量 呢 ? 当然 ,这 个 后 题 时 然 对 使 用 现代 计算 机 进行 计算 显得 并 不 重要 ,但 对 人 工 计 算 就 是 重 
要 问题 。Aitken 逐次 捕 值 法 就 是 一 种 可 以 灵活 地 增加 插值 节点 数 , 在 前 面 计算 结果 的 基础 上 
继续 进行 计算 而 不 必 重 新 开始 计算 的 方法 。 可 见 ,Aitken 逐次 插值 法 具有 有 承 获 性 的 特点 。 

为 方便 讨论 ,可 首先 约定 表示 揪 值 结果 的 符号 . 即 : 设 在 捕 值 区 局 La to] 土 ,有 na 十 1 个 颜 序 
排列 的 插值 节点 re …，yz， 和 ze，* 捅 值 点 为 。 由 前 上 个 顺序 排列 的 插值 节点 royzrl ,zl 1 构 
成 的 捅 值 攻 数 是 z 的 上 一 1 次 煞 项 式 , 可 以 用 Jrorz52 表示, 简 记 为 六 -zl)。 在 上 
述 上 个 捅 值 节点 zfoyri 9 ,Ti 的 后 面 , 再 顺序 增加 一 个 新 插值 首 点 无疆 表 进行 并 次 插值 。 其 
插值 函数 是 z 的 上 次 密 项 式 , 用 rriiiz) 表 示 , 简 记 为 六 (zi) ,其 中 起 表示 捅 值 次 数 ，,>， 
为 新 增加 的 揪 值 节点 。 在 简 记 符号 六 (zw 中 居 个 顺序 排列 捕 值 节点 zyzi…z -中 的 最 后 一 
个 节点 ri 由 万 人 rz 下 标 上 隐 售 地 续 出 。 


1. 一 次 播 值 ( 线 性 播 值 ) 


首先 给 出 一 个 轩 定 捕 值 节 点 ze 及 其 函数 值 六 ze) 再 新 增加 一 个 节点 于 人 笃 衬 1)5 自 然 同时 
也 给 出 其 函数 值 乒 z 人 点 进行 线性 插值 ,其 结果 为 : 


广 (zr) 一 工 ) 十 2 过 A() (六 二 
着 取 ;i 一 1, 则 表示 以 royzi 为 节点 进行 次 插值 ,结果 为 
廊 (z) 一 二 二 (xzo) 十 z 一 必 ACzl) 
萌 取 j3. 则 表示 以 局 和 为 节点 进行 - 一 次 插值 ,结果 为 ， 
站 ix 一 光 二 学/(z) 十 二 二 /za) 


由 此 可 得 出 如 下 绪论 :六 (x 表示 取 固 定 节点 和 变化 节点 31) 及 其 相 诬 的 /ro zc) 
进行 线性 捕 值 ,得 到 关于 z 的 1 次 多 项 式 。 


2. 二 次 播 值 
岩 序 给 出 欧 个 插值 节点 ro:'zi，, 再 新 增加 一 个 节点 石上 空 2 ,用 这 3 个 捅 值 节点 进行 插值 ， 














一 .0 
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一 一 一 一 一 一 一 一 mm ma 


其 结 < 果 为 : 


《一 .TD 一 《了 一 0 并 一 TD Fr ) 1 (Co 人 CT Fen )， (2 


.( 盖 人 Aczo 十 让 一 光 rt 一 光 (一 00T, 1 ) 


看 取 ; 一 2, 幅 表示 以 -rr 和 为 节点 进行 二 人 其 结果 为 : 


Cr 一) 一 【和 -一 of 一 【了 一 0) 多 定 一 .7 
一 /xn 二 1 (1 一 To7(0T1 一 了 357CD+ 让 一 oOK2 一 -1 7 ) 


若 取 ': 一 3, 则 表示 以 xzm 和 -zs 为 节点 进行 二 次 插值 ,其 结果 为 : 

















一 TD 一 1 《了 一 子 D (一 工 3 《二 一 0 一 
ET 让 PTR Ca) 
闲 理 户 (rs) ,得 : 
(zz 一 吉 (CD) 十 二 一 过 志方 (zs) 
了 理 Aaron 


由 此 可 得 出 如 下 结论 , 疡 (zr) 表 示 取 固定 节点 rm 和 变化 节点 无 避 衬 2 及 其 相应 的 方 (zi 六 Cr) 
进行 线性 擂 值 ,得 到 关于 z 的 2 次 多 项 式 。 


3. 天 次 播 值 


根据 以 上 分 析 , 可 以 推出 如 下 纺 论 :用 两 个 & 一 1 次 持 值 的 结果 六 -itCz) 和 六 -zz ,进行 
线性 插值 , 即 可 得 到 上 次 播 传 的 结果 万 (z)。 即 ， 
扩 (z 表 示 取 固定 节点 居 - 1 和 变化 节点 到 12 上) 及 其 相 诬 的 护 - 让 1 六 1 ) 进 行 了 线性 


插值 ,从 而 得 到 关于 寺 的 天 站 
ACrn)= 均 二 AICzD) 十 过 于 AR () (3. 12》 





模 据 (3. 12) 起 ,可 以 计算 出 二 1 ac 一 站 ,下士 1， 2) 时 的 六 (zi ,由 于 计算 产 (zi) 
有 很 强 的 规律 性 , 故 将 其 排列 成 表 3, 1 所 示 的 格式 ,该 表 称 为 Aitken 择 值 表 。 从 表 中 可 以 看 出 ， 
卢 Czr) 是 逐 列 计算 出 来 的 。 这 种 逐步 提高 摇 值 次 数 以 获得 更 高 精度 捕 值 绪 果 的 播 值 方法 称 为 
Aitken 朋 次 搬 什 方法 。 


表 3.1 上 itken 播 秆 囊 人 过 4 部 分 ) 





注 : 表 中 户 (zerzi 表 示 强 调 以 z-: 为 固定 播 值 节点 .zx, 为 变化 节点 
进行 线性 捅 值 ， 
归纳 起 来 ,Aitken 攻 殉 插值 法 的 特点 是 : 
《1) 将 一 个 商 次 插值 过 程 归结 为 线性 播 值 的 多 次 重复 。 
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(2) 播 值 表 中 的 每 个 数据 均 为 插值 结果 .。 从 这 些 数据 的 一 致 程度 可 判断 插值 结果 的 精度 ， 
如 果 未 达到 畏 度 要 求 , 则 再 增 抽 一 个 节点 进行 插值 ,直至 满意 为 止 。 


4, 编程 计算 格式 
应 用 计算 机 编程 计算 ,Aitken 逐次 播 值 公式 (3. 12? 可 改写 为 : 
旋 (rr) 一 太 -DT 二 二 Air 一 (ze 
进而 写成 动态 形式 : 





4 一 由 -1 十 一 负 1 他 一 此 天 十 1] 奖 ) 《3. 13》 


本 一 


(3. 13) 式 就 是 计算 宙 编 程 用 的 格式 。 
3.3.2 分 段 插 值 法 


中 前 面 的 讨论 可 知 ,用 多项式 作为 播 值 函数 来 欢 近 某 一 函数 六 zr) 是 最 简单 易 行 的 一 种 捅 
值 方法 ,但 是 插值 多 项 式 的 次 数 是 承 着 播 值 节点 的 数 自 而 增加 的 , 旨 次 数 高 的 插值 光 项 式 往 往 
捅 值 效果 并 不 理想 ,会 出 现 所 谓 的 Runge 现象 , 即 在 插值 函数 as(z? 的 两 端 会 发 生 诉 烈 地 钵 苏 
(不 稳定 )。 为 此 ,在 实际 应 用 中 党 采用 分 段 插值 方 法 。 

所 谓 分 段 择 值 法 就 是 将 被 插值 函数 逐 段 多 项 式 化 ,构造 一 个 分 段 客 项 式 必 为 插值 函数 。 

分 段 插值 的 做 法 是 :首先 ,将 插值 区 间 划 分 为 若干 小 奶 , 在 每 一 小 段 上 使 用 低 稚 播 介 : 然 
后 ,将 各 小 段 上 的 播 值 多 项 式 拼接 在 一 起 作为 整个 区 间 上 的 播 值 冰 数 。 妇 果 使 用 的 低 阶 插值 为 
线性 插值 (两 点 搬 值 , 则 将 拼接 成 一 条 折线 ,用 它 来 通 近 函数 /kz)。 

应 用 低 扔 插值 的 关键 在 于 恰当 地 选择 插值 节 点 。 由 捅 值 余 项 公式 3, 10) 可 知 , 所 选 节点 工 
离 插值 操 越 近 出 误差 越 小 。 


1. 分 段 线 性 插值 
将 播 值 区 闻 [Le , 纪 分 成 


理 二 一 - 芝 和 + 一 自 


# 个 小 里 ,在 每 一 个 小 外 [zz]G=12 ea 上 ,其 分 段 线性 播 值 的 公式 为 : 





5 了 一 首 十 业 一 3 一 区 ) 《3. T4》 
证 证 | 一 | 


根据 


1 交 委 70 
寺 Ti 1< TS 时 [TI 入 下 福 m) 
下 全 
选择 插值 节点 , 即 当 播 值 节 点 为 zziyrz 和 zzriyz 时 ,依次 从 左 至 右 取 出 各 节点 。 如 
当 插 值 点 二 不 超过 节点 z( 即 在 Lrozij 之 间 ), 则 取 节 点 rm 和 zi 进行 线性 插值 ,和 否则 ,再 检查 了 
是 否 超 过 zy*,，…:， 依 次 逐步 检查 .一旦 发 现 【zx 不 赵 过 某 个 节点 工 , 则 到 它 与 前 面 一 个 节点 工 -1 进 
行 线性 播 但 . 如 果 了 已 超过 z*，，* 则 不 论 是否 超 过 z, 揪 值 节 点 均 歌 z 和 xz. 也 就 是 一 律 当 成 
是 在 Lz, -za 范围 内 取 插 值 点 )。 
根据 (3. 11) 式 ,在 小 段 Lz,-，zJ 上 ,分 且 线 性 插值 的 误差 是 ; 
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一 一 一-- 一 一 一 = 


RollsS 二 Le 1 ， 二 各 LT 
可 见 . 当 /有 界 时 ,小 段 Lr .yzr] 越 小 ,分 段 线性 插 厦 的 误差 就 越 小 .用 分 段 线性 擂 值 方法 
提高 搬 值 精度 是 有 效 的 。 
2. 分 段 执 物 插值 


为 了 提高 插值 精度 ,可 以 在 每 一 小 段 本 3 个 节点 .co 和 了 + 进行 二 人 插 值 ,从 而 构成 分 
段 抛物 插值 。 其 插值 公式 如 下 : 


《一世 1 人 一定) ， 





3 《一 四 (人 二 1 一 人 1 
0 (3. 15) 


人 一 1 一 人 
根据 
1 工 < 了 | 
更 一 1 <T<T 且 | 一 关 -| 委 | 一 如 | 帮 一 2 3 一 
4 XIT<Y<T 上 且 | 了 一 站 |>17 一 2 天 一 2 3 一 】 
关 一 下 工人 > 并 .1 


选择 插值 节点 。 即 挚 近 r。 取 ;: 一 1, 计 算 节 点 为 reszriyozzi 车 近 取 :一 上 一 1 计算 节点 为 -rsy， 
Xpz1 苇 近 z 取 i 一 & 友 计算 节 点 为 mi Tri 车 近 zr 取 ! 一 上 一 1, 计 算 节点 肖 r yyr ivr。 


3， 分 段 播 值 方法 的 特点 


(5 分 段 播 从 方 法 算法 简单 , 收 和 伍 性 可 以 得 到 保证 ,只 要 节点 间距 充分 小 ,就 能 达到 任何 
精度 的 要 求 。 

(2) 如 需 丰 改革 个 数据 , 则 播 荐 函数 仅 在 相关 的 某 个 局 部 范围 内 受 影 响 。 

(3) 分 段 抛物 插值 所 拼接 成 的 插值 函数 曲线 不 一 定 光 光 。 

对 例 3.6 中 的 天 数 六 z) 一 17C1 十 z2) ,采用 分 段 播 值 的 方法 ,效果 比较 好 。 在 图 3. 2 所 示 的 
分 段 搬 东 效果 图 中 ,由 一 5:, 一 4, 一 3, 一 2 这 4 个 节点 构成 一 个 分 段 搬 值 ,由 一 1,9,1 这 3 个 节点 
构成 一 个 分 段 播 值 ,其 插值 效果 都 比较 理想 。 


3,.4 Newton 人 (和 顿 ) 捅 值 法 


Aitken 逐 次 撒 值 法 虽然 具有 和 承 获 性 的 特点 ,但 其 插值 会 式 是 递 推 型 的 ,不 便于 进行 理论 
分 析 。 为 此 ,可 以 把 ”次 插值 多 项 式 改写 成 升 午 的 形式 ， 
(一 上 十 5 【区 一 郊 0 十 5 全 一 守 0 并 一 区 十 汪 十 co 人 (一 和 0) 一 并 《十 一 工 
《3. 16) 
其 中 ,eervczeyoes 为 待定 系数 。 根 据 定 理 3.1, 该 多 项 式 是 惟一 存在 的 。 将 插值 条 件 
VD 一 3 人 一 0 1 2 
代 人 (3.16) 式 中 , 即 可 以 惟一 确定 出 系数 cueclyes,…,c，, 从 而 得 到 N,Cz) 的 升 蚕 形式 。 为 了 方 
恒 计 算 ,在 具体 计算 这 些 系数 之 前 , 先 引 人 差 商 的 概念 。 
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了 3.2 分 段 播 剧 的 效果 


1. 姜 商 的 定 光 与 性 质 

定 巡 了 .3 已 知 顾 序 排 列 的 节点 miyts7ray ez im 所 对 应 的 画 数值 为 六， 
rr Try 

下 一 女 o 一 帮 


可 站 一 
为 图 数 矿 ) 在 点 zz 外 的 一 阶 差 商 ; 生 区 
rar] 一 刀 mo 一 几 ror (2<K sn) 


二 一 人 


【] 禄 :二 S 2) 


为 函数 /7 在 点 本 处 的 二 阶 状 商 :定义 
Eroil 43 一 有 To52 ,人 (3<ER<Sn] 


[royriyzaszr] 一 了 一 站 


为 困 数 Fr) 在 点 二 在 二 1 < 十 宇 生 证 处 的 三 阶 关 商 ; 棒 此 类推 , 定 立 


了 古 .下 本 自生 本 _ 下 ee . 卫 二 单 相 下 加 ， 
Troyrle 一 上 人 下 1 人 01 Tt { 上 < 六 


二 一 1 二 
{3. 了 7 
为 菌 数 zz) 在 点 和 处 的 吉 阶 差 商 。 
上 除 差 商 还 有 另外 一 种 定义 方法 , 即 
Fr] (3 1 


改称 (3. 17) 臣 为 第 一 种 格式 的 差 商 ,(3. 18) 式 为 第 二 种 格式 的 差 商 。 两 者 具有 完全 焊 同 的 性 
质 。 
差 商 有 如 下 性 质 ， 


* DZ 数值 计算 方法 1MATI.ARB 滞 音 版 ) 


(1 下 阶 差 商 凡 rr 和 zi 是 画 数 值 Fr Ar ,Fr 的 线性 组 合 ， 即 
rr) 


(2) 差 商 的 值 与 节点 的 排列 顺序 无 关 。 即 
Er] 一 [rare 一 一 Freesriyri] 
63) 大 /Liryrorreszi] 是 7 的 次 冤 项 式 , 则 六 7rrreyrrr 是 zz 的 站 一 ] 次 客 
项 式 。 


2，Nevwton 擂 值 公式 


为 了 求 出 Nevwton 捅 秆 多 项 式 
Re 
十 er 一 .5 


十 cf 一 区 开 一 下》 
十 6 一 了 0 站 下 一 区 二 一 了 
十 局 
十 eat 了 一 2 交工 一 站 1 一 了 01) 
的 系数 ,将 Nir)=ArDGi=0,1,2,,0) 按 插值 节点 的 顺序 丈 个 代 人 上 式 , 即 : 
由 (zxzo 一 co 一 大 (zuo) 得 ;mm 一 Crzro) 
南 Au,(z) 一 ro 十 cz 一 20) 一 大 zi) 得 
了 T1》 一 于 (证 下 0 一抹 ( 企 
二 一 攻 一 4 22 -Ar[rzr] 
由 ,zz 一 ro) 十 FLzozijgzs 一 ro 十 czfz 一 zz 一 阅 ) 一 了 (zy) 得， 
大 z20 一 /rzo) 


fi 


_ Hz) 一 /ro 一 frontrzm_ Ca 人] 

人 (3 一生 多 一 他 | (zz 一 工 ) 
一 0 《 一 工 ?) 玫 zz 一 zezi_rrs ， 
【二 一 工 2 { 工 ] 一 并) 六 


由 和 (za 一 帮 ze) 十 ALzozijfzrs 一 To) 十 FLroiziyzs] (za 一 zz 一 zi) 十 cf 一 TD)Czi 
一 3 一 = 一 Fr 得: 
_ zi 一 ro) 一 rn Ti | (Zas 一 To 一 并 zogriyTz] (za 一 了 (zy 一 二 ) 
;一 


《3 一 字 0 久 了 一 工 |) 十 3 一 工 ?) 


_ [tosz] 一 Fro] 一 FLroizi ,Ta | (zs 一 2 ) 


《3 一 并 CTXs 一 了 节 z) 
_ [rrmyta] 一 [roprlyre] 
(7 一 2 
依 此 类 推 ,可 由 差 商 的 定义 和 数学 归纳 法 得 出 全 部 系 救 , 即 ; 
全 一 站 Lot] ， 【下 一 用，1 2， 
这 样 就 得 到 了 Newton 播 值 公式 ， 
wz 一 0 十 FLrori (一 zoy 十 [roizl 4 (了 一 工 D 一 了 ) 
十 全 十 并 ro 一 让) 一 了 (一 了 【3. 19》 
用 Newton 播 值 法 构造 播 值 多 项 式 时 ,只 需 计算 各 个 节点 间 的 各 阶 差 商 即 可 。 由 于 各 阶 差 


一 [La 省 -本 了 计 - 首 人 ,za 
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一 -一 一 -一  ““““““““““ “““““““““““““““““““““  ““  ““ “ “““ “ “ “ “ “ ““ ““ “ “ “ “ “  “  “  “ “- - -  - 


商 的 汁 算 具 有 递 推 规律 ,因此 ,将 各 阶 差 商 排 列 在 一 起 ,组 成 差 商 表 。 第 一 种 .第 二 种 格式 的 差 


商 表 分 别 见 表 3. 2 和 表 3. 3。 
甫 3.23 第 一 种 格式 的 车 商 填 (四 阶 关 商 以 下 部 分 ) 


] 


了 [ro 
8Lrorj ] 抱 rafztszz] 

天 fori] FLzropetszs] | 盾 rs ] 
开 [resz | 开 zrorzlr] | [rosziirsyzi] 



























有 rociezrahzseti] 


变 3.3 和 莫 二 种 格式 的 芝 商 甫 (四 苏区 商 以 下 部 分 ) 
让 


F[xoszi] 














.有 Lrc 际 了 | 


本 1 









了 [zol + 


Lvzz 





天 ss 二 3 抽 sys 






[Lasza] FLziyzzyzasri 





.FLzs zayti] 





[Last 


3. 插值 余 项 


如 果 拒 播 值 点 看 成 是 ta ,人 的 上 的 一 固定 点 ,由 一 阶 差 商 定义 ,有 : 
一 站 (co 十 天 Lo 亲人 一 工 o) 
由 二 阶 差 商 定义 ,有 : 
[rozj 一 /Lzoszl] 十 FLzrogrisz]fz 一 2 
由 三 阶 差 商 定义 ,有 : 
FLrofzi ic 一 FLroszriyzrs] 十 并 rozriizsy] (一 zz) 
依 此 类 推 , 有 : 
Loyziee 1 一 并 oTy] 十 Lo 一 开 ) 
将 后 一 等 式 逐 项 代 人 前 一 等 式 , 得 : 
后 一 天 0 十 并 ro 一 二 0 十 汪 十 站 ro 下 一 六 荆 一 了 ef 一 了 ) 
十 天 or (一 0 一 开工 一 工 ) 


一 AT 十 下 仆人 》 
其 中 
民 鸣 六) 一 FE Toy 了 (一 .ro 了 一 了 | 7 二 一 二 【3. 20) 
称 为 Newton 插值 的 余 项 。 


虑 于 对 杠 同 插值 节点 , 撒 值 多 项 式 是 惟一 的 ,所 以 ,Newton 捅 值 光 项 式 与 Lagrange 撒 值 


1 数值 计算 方法 (MA TELAB 请 言 版 ) 


多 项 式 是 等 价 的 。 同 样 , 两 者 的 余 项 也 是 等 价 的 。 因 此 , 当 .r"' Ce) 存 在 时 ,有 ， 
et 


/Creep 一 全 


例 3.7 依据 下 列 枉 数值 建立 不 超过 3 次 的 Lagrange 捅 慎 多 项 式 及 Newtion 插 旧 区 硕 陈 ， 
并 验证 插值 和 多项式 的 惟一 性 ， 





光 阁 1] 1 

Fr) 1 9 23 3 
解 《1) 对 于 1.agrange 插值 和 多项式, 其 播 值 基 曙 数 为 ， 
(rr 2 1，7 ，7 


_ mr 四 
tr 一 01 二 27200 开 本 8 4z ”1 
《人 T 一 OCT 一 2 一 4 工 4 和 遇 
人 二 人 0 


《一 民工 一 1 一 4 1 J 








四 网 人 过 四 加 
TREE 人 工 十 四 
Cr 一 Orz-ltr-2) 1 1 ， 工 
0 一 00 2 一 2 一 玉 工 十 157 
于 是 ,Lagrange 捅 值 多 项 式 为 : 
计 
1 一 阅 F(zot(mD 一 (rz) 二 950) 十 2314z9 二 300 一 一 二 人 二 全 妆 一 到 < 二 1 
“站 


(2 对 于 Mewton 插值 光 项 式 , 其 差 尚 表 为 ， 


0 一 ] 
忆 


8 
NA 


了 
14 一 174 
忆 


牛顿 搬 值 霓 项 式 为 ， 
Na(z) 一 1+8(Cz 一 0) 十 3(7 一 DCz 一 1D) 一 二 (7 一 0)(z 一 TD 一 2) 一 一 下 2 十 外 妆 一 二 十 1 


因此 ,用 Lagrange 捅 值 法 和 Newton 揪 值 法 对 同一 插值 问题 的 结 时 是 一 致 的 。 
思考 题 ; 如 果 将 插值 节点 的 顺序 改变 为 2,4,1,0, 其 Newton 撒 值 的 结果 还 一 样 吗 ? 为 什么 ? 
例 3.8 给 定 下 列 搬 值 数据 , 求 4 次 Newton 搬 值 客 项 式 , 并 写 出 其 插值 余 项 。 
TY 1246 7 
Ar tl101l1 
解 ” 按 第 一 种 格式 计算 差 商 : 


-rr COzr) 一 阶 差 商 ”二 阶 差 商 三 阶 差 商 四 阶 差 商 
] 4 

2 ] 一 3 

4 D 一 业 73 576 

6 1 一 375 375 一 9760 

7 1 一 172 172 一 179 ]17180 


< 
二 1 
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按 第 二 种 格式 计算 盖 商 : 
rr Cr) …- 阶 善 商 “ 阶 善 商 =- 阶 差 商 四 阶 差 商 


1-= 寺 
， 
一 了 
， 1 下 AS 
人 5 
As 了 no， 
一 172 一 了 7 6 
并 1 、 1 “ 1 8 
下 174 
As 7 As 
172 一 1712 
吕 1 “ 、 7 
人 一 | 
， 7 
妖 
7 
7 一 1】 


由 差 商 表 可 得 4 次 ffewton 捅 值 客 项 式 为 ， 


Ni(CrD) 一 4 一 3 一 D) 一 二 (一 DGz 一 2 一 喜人 一 DC 一 2)(Cz 一 外 


二 TENCz 一 DGz 一 2)(r 一 人 (一 6) 
插值 余 项 为 : 
【Sr7 
Ar 一 人 = 人 关 名 (cz 一 De 一 2)(r 一 Dr 一 6)Cz 一 7) 


fsE mintry lmax(r7)) 


3.5 Hermite( 挨 尔 米 特 ) 捅 值 法 


前 面 所 介绍 的 播 值 ,只 要 求 插值 饮 项 式 如 (xz) 与 被 插值 函数 Az) 在 插值 节点 处 的 函数 值 
相等 即 可 , 即 户 (z) 一 六 xD)G 一 0,1，……2) 但 这 种 插值 不 能 完全 反映 出 被 播 值 范 数 的 性 态 .在 
许多 实际 向 题 中 ,不 仅 要 求 插值 函数 与 被 插值 函数 在 节点 处 的 函数 值 相 同 ,条 县 还 要 求 插值 酌 
数 与 被 播 值 函 数 在 某 些 节点 处 的 导数 值 , 甚 至 高 阶 导 数值 也 相 岗 。 按 照 这 种 插值 条 件 所 进行 的 
插值 称 为 Hermite 插值 。 其 中 ,最 常见 的 是 要 求 一 阶 导数 值 相 同 的 插值 。 下 面 就 来 导出 其 插值 
狗 项 式 。 


3.5$.1 Hermite 插值 和 多项式 


假设 已 知 函 数 y= Ar) 在 播 值 节点 二 4 一 0,1 9 处 的 函数 值 为 一 Ar) ,一 阶 导 数值 

为 丰 王 六 GE 一 0 1 2 , 则 Hermite 播 值 多 项 式 五 Cz) 席 趾 : 
了 (rt) 一 久 ， 
人 
其 几何 意义 就 是 ,要 求 y= 一 五 4z) 的 图 形 与 y= 六 rr)? 的 图 形 在 这 = 十 1 个 点 处 相声 ,因此 royri， 
和 称 为 一 重 节点 .在 (3.21) 式 中 有 2(2 十 1) 个 条 和 件 , 因 此 可 以 确定 一 个 次 数 不 超 过 2n 十 1 次 

的 插值 多 项 式 。 仿 照 求 Lagrange 插值 多 项 式 的 方法 , 设 
到 (zy 一 0 加 村 疝 人) 二 后 (CT 和 十 启 人 rr 十 十 区 (9 十 民 Cr yd 


1 一 日 ,0 《3， 2 ) 


= D。 数值 计算 上 太 法 (MATI.AR 语 言 版 ) 


或 好 (7) 一 > (atr)y 十 有 Crz)ma) (3. 22 ) 
根据 插值 条 件 .aftr) 与 站 (rr) 必 须 分 别 汪 足 : 
| 《一 


1 .,& 一/ 1 中 一 站 ,1 有 《3 2 
甩 (Crey 政 
好 ,开源 | { 汪 2 二 
co= | | 
二 一 上 


这 样 确 定 的 az) 与 凡 (Cc) 称 为 Hermite 插值 基 冰 数 . 显然 , 基 函 数 w(z) 与 及 Cr 一 旦 确定 下 来 ， 
Hermite 捅 值 多 项 式 刀 (rz) 就 确定 出 来 了 。 下面 导 出 atr) 与 六 Crz) 的 具体 形式 : 
《1) 先 确 定 记 (7)。 
直 尼 人 (zi 一 房 (ri 一 0 (天 六 
知 房 人 zr) 以 三 ( 付 天 门 为 二 重 零点 ,又 由 
局) 一 站 几 (CTD 一 天 0 
知 Bitz) 以 忆 为 一 重 零点 。 由 于 8z) 为 次 数 不 超 过 2m 十 1 的 多 项 式 , 再 根据 Lagrange 基 困 数 ! 
《z) 的 定 浆 ,可 设 
Bfzr) 一 记 XCr 一 贡 7XECr) 站 为 常数 
由 六 (Cr) 一 1, 得 疡 一 1, 故 让: 
序 ()m 人 rr 一 TD) 本人 7) 【3. 257 
《2) 再 确定 4z)。 
周 理 , 根 据 wf(z)? 的 定义 sei(z)? 含 有 因子 呈 (r), 均 可 念 
@i( 了》 一 《 工 十 下 江天 (7 
其 中 ,a 沪 为 特定 常数 。 于 是 由 色 件 
GaigkT. 一 ] 
已 (zi 一 0 


人 1 《2 


可 得 出 : 


一 
a 十 2 1z) 一 10 六 一 1 十 27 才 (rr 





用 对 数 法 对 /4(z) 一 - 民 0 一 Tt 区 一) 求 导 , 得 凡 z) 一 > , 故 








(和 一 耻 0 一 一 了 1 人 工 一 罗 
生 尖 了 
人 1 
w (一 | 1 一 2(r 一 z) 宙 二 | B(z) (3, 26) 
业 Sex 
将 (3, 25)? 式 和 (3. 26) 式 代 人 (3. 22) 式 中 , 即 可 得 到 Hermite 播 值 多 项 式 为 : 
加 二 恤 ] 
开 (z 一 人 y 十 人 可 [|25 二 > mo, | xSCz) (3. 27) 
卜 汪 1 


《3) 最 后 证 明 Hermite 播 值 康 项 式 的 惟一 性 
假设 万 有 一 个 不 超过 22 十 1 次 的 志 项 式 站 (z) 并 满足 Hermite 捅 值 条 件 , 设 
fr) 一 百 (z) 一 Ar) 
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一 mm 





则 有: 
抱 了 一 (一下 人) 一 一 一 人 人 
晶 人 站 一 再 机 一 直 基 大 一 天 一 提 一 人 一 站 1: 
于 是 g(r) 有 2 十 2 个 零点 .但 是 由 于 氏 z) 是 次 数 不 超 过 2 十 1 的 多 项 式 , 所 以 从 .rs0, 从 和 厕 有 : 
五 (Cr 一 下 人 T) 


3.5.2 Hermite 插值 余 项 


设 rz 在 插值 区 间 上 有 2 十 2 阶 导 炒 , 令 民 (Crz)= 一 8zr) 一 吾 (z) ,由 王 (z) 的 定义 知性 一 

0,1,…,) 是 尺 Cz) 的 二 重 等 点 ,因此 民 (z) 售 有 (zz 一世 因子 , 故 可 设 
民 { 交 ) 一 二 (人 r》 开 3) 一 下 ( 定 ) ，[ (你 一 TD) 一式 一 工人 下 
作 辅 助 函 数 
从 一 所 抽 一 六 一 直 () 
则 有 MT 一 0， 于 (人吉 ) 一 0 (一 0 1 
生 一 站 
所 以 ,pp 人 ty? 至少 有 pm 十 1 个 二 重 霍 点 了 6 一 0,1 0 和 一 个 单 堆 点。 按照 Rolle 定理 ,时 (在 
orywrzoz 相 邻 两 个 芍 点 之 间 各 有 一 个 鸭 点 , 且 了 oriyzo 人 是 人 (的 鹤 点 。 所 以 ,好 
(2 至 少 有 22 十 2 个 堆 点 。 岂 理 凶 ( 六 在 插值 区 间 内 至 少 有 2 十 1 个 鹤 点 ,依次 类 推 , 邮 ”在 
插值 区 间 内 至 少 有 一 个 霍 点 , 即 : 
fz+(E) 一 产 n+(E) 一 下 (rr)。(2n 十 2)1 一 0 


， eeo+a(E) 
所 以 &(zZ) 一 《2 十 271 
由 此 得 余 项 为 ; 
六 2 十 生 《二 ; 8 
愉 (z1 一 《2 二 2 攻 开 7 《其 中 上 依赖 于 变量 工 ) 《人 28 7 


应 用 最 广 滋 的 是 三 次 Hermite 揪 值 多 项 式 , 即 * 一 1 时 的 情况 : 
Fin 一 | 1 十 2 三 全 过 2 全 | ， +|1+2 于 于 区 导 || 稳 至 | y 











人 证 0 一 二 | 十 1- 一 小 
四 
十 (zz 一 zj| 2 又 | mw+(z- xz)| 基 - 孚 | mn 《3.2 
了 一 区 9 
捅 值 余 项 为 : 
人 ， ， 
民 :fT) 一 了 一 百 :(z) 一 了 《 工 一 字 0 末 一 了 二 和 【os 【3. 3 
例 3.09 设 太 xz) 一 inz, 节 点 一 2.2,zi 一 2.4, 用 五 ;(z) 遍 近 六 xy， 计算 大 2.3)。 
-上 -了 - -】 -上 
解 fo 一 了 一 已 、 册 唱机 昌明 呈 9 志 一 人 站 ,， 妊 卫 昌 看 了 
四 7 一 2.2 11 7 一 2.4 
Fr 一 | 1 二 2 下 二 抱 和 二 3 5 二 | X0.78846 
了 工 一 . 和 工 一 上. 了 
十 [1 二 2 下 二 5 和 元 jj 着 | X0. 87547 
研一 中 再 1 
十 人 2.2)| 3 X0. 454545 
2 量 
十 (zz 一 2.4) 着 人 | X0.41666? 





= ~- - - -一 -一 一 -一 一- 


。 纯 呈 * 数值 计算 方法 (MATILAH 后 言 版 ， 








六 2.3)= 一 ln(2. 3 万 23) 一 站 83291 
| 


| 5C2.37) | 一 局 一 去 | 《2.3 一 2.2)(2. 3 一 2 4 | 





| 加 。 8 
专机 | 元 亲 |(2.3 2.2)25(2. 3 一 2.4)2 一 1.067X10 


3.6 曲线 拟 合 方法 


擂 什 方法 要 求 播 介 曲线 严格 通过 所 给 的 符 一 个 数据 点 ( 样 点 ), 数 据 本 身 存 在 的 不 可 避免 
的 旋 卷 会 尽 映 到 捅 值 缚 果 中 。 如 果 数 据 误差 很 大 ,用 播 值 方法 显然 就 不 恰当 ,就 应 该 采用 曲线 
拟 合 方法 。 

和 氮 值 方法 相 比 ,曲线 拟 合 方法 要 求 给 出 多 得 多 的 数据 点 ,但 所 给 的 数据 不 一 定 可 痔 ( 饥 
有 人 获 差 ), 个 别 煞 据 误 差 甚至 很 大 .因此 ,曲线 拟 合 方法 是 研究 从 给 出 的 一 大 堆 看 上 去 似乎 杂乱 
无 章 的 数据 中 找 出 其 近似 的 规律 性 , 即 设法 构造 -- 条 曲线 反映 所 给 数据 点 的 总 趋势 ,以 消除 其 
局 部 的 该 动 。 这 种 数据 处 理 的 方法 在 实际 问题 中 用 得 很 广 。 下 画 介 绍 几 种 常用 的 曲线 拟 合 方 
法 。 


3.6.f 直线 拟 合法 


直线 拟 合法 是 最 简单 的 一 种 曲线 氢 合 方法 , 即 构造 一 条 直线 ?一 a 十 br ,使 采样 点 数据 (z,， 

320 二 120 之 间 的 函数 关系 由 下 式 近似 比拟 : 
人 《一 让 十 六 让 一 2 

采样 数据 点 的 数目 :远大 于 待定 系数 人 a 与 尹 的 数 下 ,因此 , 拟 合 直线 的 构造 本 质 上 是 一 个 
解 超 定 方程 组 的 代数 问题 。 

设 = 一 ECzDsa 十 pcG 一 1,2, 1) 表示 按 拟 合 直线 y 一 a 十 bz 求 得 的 近似 值 ;》 一 般 不 
阿 于 实测 亿 yw ,两 者 之 差 羔 一 疼 一 e 称 为 残 差 。 显 然 ,e 越 小 , 拟 合 质量 越 高 。 

关于 拟 合 质量 的 优 劣 有 三 种 衡量 准则 : 

准则 1 “使 残 差 的 最 大 绝对 值 为 最 小 ? 谁 则 , 即 ; 

ax |e | 一 min 


准则 2 “使 残 差 的 绝对 值 之 和 为 最 小 "准则 , 即 : 


Y le | 壹 min 
准则 3 “使 残 差 的 平方 和 为 最 小 ”准则 , 即 ， 
Se 一 min 


在 这 三 种 准则 中 ,常用 准则 3, 用 此 准则 所 导出 的 曲线 拟 合 方法 就 称 为 最 小 二 乘法 。 
下 面 训 讨 论 如 何 用 准则 3 确定 拟 合 直线 y 一 十 pr。 
设 给 定 采 样 数 据点 fr， yo 上 一 上 ,2 到 ,构造 一 条 直线 gfz) 一 ea 十 br 使 总 误差 为 ， 
包 一 -> -ec 了 = Y;[y- [4 十 占 站 一 min 
可 见 , 残 差 久 是 系数 ae 的 晒 数 。 因 此 , 妆 
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多- Sr 
元 一 22 人 ty 芝 一 内 了》 一 站 


Du ca 
和 击 一 一 2 之 人 人 一 oem 


时 , 残 差 久 最小。 于 是 可 推导 出 ， 
天 他 6 一 SN y 


以 亚 
本 > >zs 
(之 /好 1 之 /划一 (让 二 
所 上 岂 和 [> 《3. 31]) 
对 人 2 一 [直人 划 (3. 32) 


af 一 | 
由 53. 31) 和 (3. 32)? 式 即 可 确定 拟 合 直线 为 : 
YY 一 引 十 下 了 
例 3. 10 求解 下 面 的 超 定 方程 组 ， 
和 十 二 一 妆 
24 一 问 一 口 ,2 
并 十 3 一 了 
34 十 庆 一 5 
解 显然 ,该 方程 组 中 的 a .5 取 任 何 值 都 不 可 能 网 时 满足 上 而 4 个 方程 ,只 能 用 使 每 个 方 
程 的 残 善 平方 和 最 小 的 近似 计算 ,才能 够 求解 。 为 此 , 设 每 个 方程 出 现 的 残 差 为 ， 
5 一 3 一 【2 十 二) Ez 日 . 2 一 【20 一 妨 ) 
一 了 7 一 人 G 十 32， E 一 5 一 人 :十 卢 ) 
从 该 残 差 方 程 组 中 解 出 使 残 差 平方 和 为 最 小 的 参数 (a,) , 作 原 方程 的 最 小 二 薪 解 , 即 : 
152 十 5 一 25. 4 
5a 十 125 一 28.8 
解 之 ,得 : 
ea 一 ].037， 一 1.968 
采用 直线 拟 合 方法 的 前 担 条 件 是 ,数据 之 问 的 函数 关系 大 致 为 直 钱 关系 .如 果 数 据 之 间 的 
明 数 关系 根本 不 符合 直线 规律 , 则 应 该 采用 多 项 式 拟 合 方法 和 其 他 氨 全 方法 ,如 指数 拟 合 等 。 


3.6.2 多 项 式 曲线 拟 合 法 


对 于 纶 定 的 一 组 数据 fr ,it 一 ] 0 ,构造 一 个 六 次 客 项 式 ( 人 me< 妇 m) 9 即 ; 
瑞风) 一 如 十 抽 开 十 下 十 十 站 


或 中 由 十) 一 人 > ja 《3. 33) 
使 得 该 多 项 式 和 给 定 的 数据 (rsyD)0G= 一 22) 之 间 可 近 航 成 立 如 下 函数 关系 ， 


* 数值 计算 方法 (MATILAH 肯 言 般 ) 


Co om-eo+omd 十 性 二 2 
设 w 表示 按 (3. 33) 式 求 得 的 近似 值 ， 一 妥 个 罗 于 委 浊 但 光 , 琐 者 之 差 为 e=w 一 %, 则 有 ， 


o- >- D- oo 


根据 准则 3, 有 : 
到 =2> yy 一 >)azr X 玉 =2| >riy 一 >)| > az |=0 
上 “一 1 了 一 让 + ” 1 了 二 站 
即 GearTTaaeTanrog Sey 《天 一 站 1 2 
fi= 1 1 一 1 


当下 一 0 ,1 ,2 时 ,将 上 式 展 开 , 可 得 到 下 面 一 个 基于 as=0,1 加) 的 线性 方程 组 ， 
1 。 6 十 @i 全) 了 十 各 十 全 福利 十 沪 十 as 人 > 一 人 人 


中 时 归 有 则 帅 
| 司 四 ， 
ab>) 世 十 Qi 福娃 十 十 @ > 十 十 ao > Tt 一 > 和 和 
ve] Tnm1 ti 一】 ti 一】 1 一 ] 


《3. 311 


ie 之 和 十 四 之 1 十 十 本 和 天 二 十 可 之 j7 一 > 

方程 组 (3. 34) 通 常 称 为 正规 方程 组 。 其 中 ,为 多 项 式 的 次 数 ,n” 为 采样 点 数 。 

可 用 Gass 消去 法 解 此 方程 组 , 求 得 系数 ait 一 0,1,…m2), 得 到 拟 合 多 项 式 (3. 33) . 但 在 
实际 问题 中 , 当 狗 项 式 的 次 数 较 高 时 ,正规 方程 组 的 系数 行列 式 会 出 现 “ 病 态 ”. 因 此 , 常 采 用 正 
区 多 项 式 作 为 拟 合 曲线 。 

二 次 多 项 式 曲 线 拟 合 , 即 抛物 线 报 合 

Y 一 和 十 点 z 十 cz 

应 用 比较 常见 ,其 系数 的 求解 过 程 如 下: 

抛物 线 拟 合 的 正规 方程 组 为 : 


ni 十 厂 福 ,人 十 E> 在 一 
& > 五 十 太 六 /好 十 > 一 > 《3. 35) 
人 / 旭 十 瑟 六 ) 娃 二 > 帮 一 > 
式 中 , > 表示 从 ! 一 1 一 关 果 加 。 解 此 方程 组 即 可 求 得 系数 ab,c。 用 MATLAB 此 阵 运 算 方法 ， 
可 以 将 (3. 35) 式 表示 成 第 阵 形式 4C 一 召 ,其 中 ， 


> 人 > > 旭 天 人 > 多 
几 一 > > 旭 > -| 吾 一 >， 世 多 
之 / 嫩 之 / 丰 之 If zy 
在 MATIAE 中 用 命令 语 名 
嫌 一 AAA 


求解 。 求 拟 合 骆 项 式 系 数 的 一 种 葛 简 单 的 方法 是 用 命令 polyfit , 即 : 
蕊 一 站 操 ]yitCryyy) 
其 中 ,rz 和 y 是 采样 点 数据 ,* 是 拟 合 密 项 式 最 高 阶 次 。 
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例 3.11 用 二 次 多 项 式 拟 合 下 列 数 据 ,并 男 出 数据 点 和 拟 合 曲线 图 像 。 
X 一 上 0. 1,0.4:0.5.0.60.7 0.9] 
y 一 [0.61.0.92,0.99,.1.52,1.47,2.03] 
解 ”用 polyft 函数 求 二 次 多 项 式 的 系数 ,并 可 绘 出 拟人 台 曲 线 如 图 3. 3 所 示 . 其 MATLAB 
程序 如 下 : 


各 
分 站] 有 222030405 06 07 08 09 1 


田 3.3 曲线 拟 合 结 打 
clearyel[ 
x 一 [0. 1,.0.4,0.50.6,0.7,0.9]; 
y 一 [0. 6t 0, 92.0,. 99，1. 52，1. 47,2.03]; 
plottxeyy' ao 
hold on 
CC 一 DoOlyfitftxyyy 之 ) 
XX 一 XL1230.1:xflengthCx774 
yy 一 Polyvalfecyxx)i 
plot(xxyyy) 
axistL0,1,0,3]) 
XiabelCx 
ylabeif 7 一 攻 xy) 
c 一 


1. 202337662337606 0.549870129870132 0. 525792207792207 


3.6.3 指数 曲线 氢 侣 法 


对 某 一 类 型 的 数据 可 以 用 指数 曲线 
9 一 ae 《3. 367 
来 进行 拟 合 。 其 中 a 为 待定 系数 (a>>0)。 这 类 曲线 的 合 可 以 按 下 述 步 双 确 定 系数 ; 

(1) 将 y 一 ae 两 边 取 对 数 , 得 ; 

ny 一 lna 十 Az 
(2) 邻 iny 一 了,lna 一 46 一旦 , 则 可 以 得 到 一 个 直线 方程 ， 

Y 一 4 十 号 万 
(3) 用 直线 拟 合 的 方法 ,其 拟 合 的 数据 点 为 (Iny,z), 求 出 上 述 变换 后 的 直线 方程 中 的 待 
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定 系数 4 和 吕 ， 
(4) 根据 第 (27 步 中 所 得 的 关系 式 , 求 出 指数 方程 中 的 待定 系数 和 疡 , 即 可 得 到 指数 曲线 
拟 侣 方程 v 一 ee。 
-- 般 来 说 ,通过 适当 变换 可 以 把 某 些 非 多 项 式 曲线 拟 合 转化 为 直线 拟 合 或 多 项 式 拟 合 
求解 。 用 上 述 通 过 将 方程 两 边 了 可 对 数 的 方法 转化 为 直线 进行 拟 合 的 曲线 类 型 还 有 : 
3 一 se 
一 
必 一 了 【rr 十 五 》 


检验 拟 合 精度 的 几 个 指标 为 ; 
《1) 残 差 平方 和 人 @= > (一 2,@Q 越 小 越 好 ， 
(2)》 标准 差 co 一 已 /Cn 一 2) ,ov 越 小 越 好 。 





) 
(3) 相关 系数 R 1 一 一 R 越 接近 1 越 好 。 


在 上 述 公 式 中 ,y 为 样 点 y 坐标 的 实测 值 ,为 按 拟 合 曲线 计算 所 得 的 和 值 ,y 为 >,yy/rvn 


为 采样 点 数 , 式 中 的 加 法 运算 符 > 都 表示 >。 


检验 时 只 筑 取 上 述 指标 中 1 一 2 个 即 可 ,一 般 用 残 差 平 方 和 @ 和 相关 系数 及 两 个 指标 来 进 
行 检验 。 


本 齐 小 续 


本 章 主 要 内 容 为 捅 值 方法 和 曲线 拟 侣 方法 。 

拉 格 角 吾 插值 方法 是 一 种 常用 的 捅 值 方法 ,但 在 捅 值 节 点 数 导 过 多 时 会 产生 此 略 现 象 ,万 
其 是 在 撒 值 区 间 的 琴 端 。 为 避免 发 生 龙 格 现 象 , 常 采用 辟 次 播 值 方法 .分 段 播 值 方法 和 族 尔 米 
特 捅 值 方法 等 。 到 次 插值 方法 有 埃 特 金 捅 值 法 和 咎 杯 捅 值 法 。 埃 特 金 捅 值 法 可 以 归结 为 线性 
捕 值 的 多 次 重复 ,不 断 提高 插值 多 项 式 的 阶 次 ,提高 插值 精度 .和 埃 特 金 捅 值 法 相 比 ,牛顿 插值 
法 具有 简洁 的 . 承 蓝 性 的 数学 公式 ,在 理论 分 析 上 十 分 方便 。 分 段 播 值 方法 只 要 播 值 区 间 足 够 
小 ,就 可 以 达到 任意 指定 的 计算 精度 。 埃 尔 米 特 插 值 法 要 求 插值 冰 数 和 被 搬 值 的 函数 在 插值 节 
点 相 切 ,其 搬 值 条 件 蔓 比 拉 格 朗 日 插值 法 高 得 多 。 

曲线 拟 合 方法 是 研究 如 何 利用 离散 的 数据 , 拟 合 成 为 一 条 可 以 用 某 个 函数 或 某 几 个 函数 
来 表达 的 问题 .这 种 问题 在 计算 机 辅助 设计 (CAD)7 中 用 得 很 多 。 本 音 主 要 讨论 直线 氢 侣 .多 项 
式 扳 合 和 指数 拟 合 等 三 种 故 合 方法 。 常 采用 残 善 的 平方 和 是 否 最 小 作为 曲线 氢 合 准确 度 的 评 
价 标 准 。 

本 章 主 要 掌握 的 内 容 是 ， 

《1) 揪 值 方法 和 曲线 拟 合 方法 的 应 用 场合 。 

《2) 拉 格 朗 日 播 利 多 项 式 的 构成 方法 . 撒 值 基 郴 数 和 插值 余 项 。 

《3)》 捅 人 利 过 程 中 的 龙 格 现象 和 防止 措施 。 

《4) 各 种 插值 公式 的 特点 和 应 用 问题 。 

《5 判断 离散 数据 插值 计算 糖度 的 方法 。 


6 ) 


加 
-1 cn 上 
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线性 最 小 二 乘 拟 合 蛛 理 和 直线 拟 合 的 方法 。 


习 题 三 


已 知 y 一 .Ar) 的 函数 表 如 于， 
.1 ] 了 
全 1 ] 忆 
求 线 性 播 值 多 项 式 , 并 计算 一 1.5 的 值 。 
已 知 y= 一 了 cr) 的 函数 表 如 下 : 


工 1 ] 也 2 
3 1 一 1 
求 抛物 线 择 蛋 禾 项 式 , 并 计算 一 1.5 的 近似 值 。 


已 知 男 郊 表 如 下 : 
: 1.izy5 1 1503 11735 1.97200 
At 0.1191 D13954 0 15932 0.17903 
应 用 Iaprange 揪 值 公式 计 笨 拓 1.1300) 的 近似 值 。 
求 过 点 (0,1)， 1， 2 (2，3) 的 三 点 揪 值 公 臣 ,请 分 析 结 果 并 给 出 结论 。 
就 题 3.2 的 数据 , 写 出 牛顿 播 值 多 项 式 , 并 计算 < 一 1.5 的 近似 值 。 
写 出 分 段 线 性 插 香 法 的 算法 框图 。 
已 知 单调 连续 冰 数 .Fz) 在 z= 一 1,2,3 时 的 值 分 别 是 一 3，, 一 1,4, 斌 用 牛顿 播 值 法 计 
算 7) 在 区 间 [ 一 1,3] 中 的 根 。 
半 量 小 二 条 法 求解 下 列 超 吓 方程 组 : 
2z 十 437 一 1 
3 工 一 Dy 一 3 
垃 十 23 一 6 
3 十 ?一 了 
用 最 小 二 乘法 求 形 如 ?一 a 十 pz 的 多 项 式 , 使 之 与 下 列 数据 相 报 侣 : 
T: 19 25 31 38 4 和 
3: 19.0 32.4 49.0 7 了 73.3 了 3 97.8 
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41 引 言 


如 果 被 积 函 数 Fr) 在 区 间 [Le, 癌 上 连续 且 其 原 郊 数 为 中 (rz)， 则 可 用 Newton-Leibnitz( 笠 
顿 - 鞠 布 尼 辫 ) 公 式 
T=| /rdz=PGz)| 一 PC 一 Pa) 
来 计算 定 积 分 了 7。 和 枉 是 在 许 密 情形 上 ,不 能 用 Newton-ieibnitz 公式 来 计算 定 积分 。 葬 如 : 
《1) Fr) 不 是 用 具体 的 数学 表达 式 而 是 用 一 个 数据 玫 来 玫 达 的 本 数 , 即 表格 本 数 ; 


和 了 子 ， 本， 
ED FF) Za 
或 者 Ar) 定义 为 基 个 微分 方程 的 解 ,但 该 微分 方程 的 解 不 能 用 解析 法 解 出 ,而 用 数值 方法 给 


出 的 解 间 样 是 表格 函数 。 
《2) 被 积 图 数 放 7) 的 原 函 数 忆 Cr) 不 能 够 用 初等 图 数 的 有 限 形式 来 表示 ,例如 : 


SInTr  ， 1 
全) 一 ,Sin ;Cos ye = ，w 十 Ze 


守 





显然 ,在 上 述 两 种 情形 下 ,是 无 法 用 Newton-Leibnitz 公式 进行 计算 的 。 另 外 ,被 积 函数 
zy 的 原 王 数 尽 管 能 够 用 初等 函数 的 有 限 形 式 表 示 , 例 如 
下 dy | 1 ze 二 V3z+1 


二 证 二 





1 走 
1 7 十 订 [arctan( [ztD+eartanCvaz-D] 


在 
可 





和 | VEPTadaz= | 二 VEETS 攻 xzV35T3 In(VZz 二 VSmT3)| 


16w 2 
等 ,但 由 于 表达 式 过 于 复杂 ,也 不 恒 于 实际 上 的 应 用 。 
因此 ,在 Newton-Leibnitz 公式 应 用 受到 限制 时 ,可 以 采用 数值 方法 构造 计算 公式 , 即 所 谓 
的 数值 积分 方法 来 解决 定 积分 的 计算 问题 ， 


4.2 数 仁 积分 方法 


4.2.1 数值 积分 的 基本 思想 
由 高 等 数学 可 知 ,积分 中 值 定理 的 表示 形式 为 ， 
[一 | /caodr= { 百 一 GE) 《二 ,了 ) 
其 中 ,e 为 积分 区 间 (a, 纪 内 的 某 个 点 ,虽然 从 理论 上 给 出 了 求 定 积分 了 的 另 一 种 解析 方法 ,但 
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是 ,由 于 在 --. 般 情况 下 无 法 准确 得 到 E 之 值 , As) 之 值 也 就 无 从 计算 .所 以 仍然 难以 玲 确 计算 
定 各 和 分 7 因此 ,在 实际 问题 中 往往 用 数值 方法 构造 某 种 近似 公式 来 代替 As ,从 而 构造 出 相应 
的 数值 航务 公式 , 即 求 积 公式 。 为 构造 一 般 的 求 积 公 式 ,下面 先 来 看 … 看 在 高 等 数学 中 到 过 





的 下 面 几 种 简单 的 求 积 会 趟 : 
1) 矩形 求 积 公式 
左 和 矩形 公式 | Perodrs (6 一 ee 一世 (4. 2) 
右 抑 形 公式 | Aeropdz -oo=1 . (4. 3) 
中 和 抑 形 公式 | ezydrs (一 oa =/ (4. 4) 





矩形 求 积 公 式 是 用 区 间 [a ,的 内 的 某 一 点 的 函数 值 来 近似 代替 .es) 而 构成 数值 积分 公式 的 。 
2) 琐 形 求 积 公式 


由 
| epdrs 二 GaLACOTAOO]=T 【由 5) 


梯形 求 积 公式 是 用 区 间 [a, 约 岩 的 两 个 端点 的 函数 值 的 平均 值 来 近似 代替 上 六 s) 而 构成 数 
值 积 分 公式 的 。 
3 Simpson( 柱 葛 生 ) 求 积 会 式 


| reopdz< 寺 G- oj| Fo 二 4 上 Fo) |=S 《4. 6) 


Simpson 求 积 公式 是 用 区 间 [a, 约 许 三 个 点 的 槛 数值 的 加 权 平 均值 来 近 亿 代替 乒 e 而 构 
成 数值 积分 公式 的 。 

图 4. 1 给 出 了 这 三 种 求 积 公式 的 示意 图 。 图 中 阴影 部 分 简 积 表示 用 数值 方法 计算 的 定 积 
分 近似 值 , 并 称 其 曲 边 为 数值 曲线 。 它 是 函数 曲线 的 近似 。 在 这 三 种 简单 的 求 积 公式 中 ， 
Simpson 求 积 公 式 的 精度 是 最 高 的 ,但 仍然 和 准确 值 之 间 存 在 误差 。 怎样 提高 求 积 会 式 的 计算 
精度 呢 ? 可 以 从 土 述 三 种 简单 求 积 公式 的 构造 中 得 到 启发 :在 区 间 [a,oj 内 ,能 和 否 用 更 多 点 的 郑 
数值 的 加 权 平 均值 构造 一 个 精度 更 高 的 数值 积分 公式 昵 ? 答案 是 上 背 定 的 . 因为 在 一 般 情 形 下 ， 
在 区 间 [a ,内 ,如 果 数 值 曲线 上 的 点 和 函数 曲线 上 的 点 重合 越 多 ,两 条 有 此 线 越 接近 ,数值 积分 
的 精度 就 应 该 越 高 .由 此 得 到 了 数值 积分 的 基本 思想 :在 区 间 [a, 纪 府 , 用 充分 多 的 点 的 函数 值 
的 加 权 平 均值 来 代替 .sy ,从 而 可 构造 出 一 般 的 求 积 公式 。 


人 一、 2 | 


【17 二 定形 《2 梢 用 【3 Smpson 





2 





图 4.1 右 紫 形 、. 梯 形 和 Simpson 求 积 公式 东 惠 图 
4.2.2 一 般 求 积 公式 


车 在 区 闻 [a , 太 ] 内 .了 有 陈 十 1 个 节点 工人 一 人 2 ,用 六 er 一 0 ， 吕 ， … 2 的 圳 松平 
均值 作为 Fe) 的 近似 值 , 即 ， 


， 站 日。 数 导 计算 六 波 (MATLA 玉 语言 版 ) 


Fe > CTFCe) 
1 一 让 


其 中 Sa 
将 上 和 式 代 入 (4.1) 式 ,有 : 
| 六 站 dc 一 【六 一 站 ED)2s 《一 全 CC 


或 写成 reoarxs > arcn) (7) 
其 中 ,人 =0,1,2.…:2) 称 为 求 积 节点 ,4G 一 0 1,2 nm) 称 为 求 积 系 数 ,4 只 依 么 于 求 积 
节点 和 积分 区 间 ,而 与 求 积 图 数 /xzr) 无 关 。 式 4.7) 称 为 一 般 求 积 公式 或 机 械 求 积 公 式 。 

这 种 用 若干 求 积 节点 的 函数 值 的 加 权 平 均值 来 计算 定 积分 的 方法 , 称 为 机 械 求 积 方 法 .机 
械 求 积 方 法 将 积分 中 求 原 了 销 数 R(z) 的 问题 转化 为 求 节点 工 处 的 画 数值. 乒 z) 的 问题 ,使 积分 
问题 的 计算 得 到 太太 简化 。 

机 械 隶 积 公 式 是 一 般 形式 的 数值 积分 公式 ,在 实际 应 用 中 ,必须 首先 解决 西 个 基本 问题 
求 积 会 式 的 精度 与 求 积 节点 数 有 什么 关系 ? 如何 确定 求 积 会 式 中 的 节点 和 求 积 系数 ? 地面 就 
具体 研究 这 西 个 问题 。 

4.2.3 “ 求 积 公式 的 代数 精度 

求 积 公式 的 精度 可 以 用 余 项 灵 来 表示 , 即 ; 

| Feopdz=4yGc)ATR 

一 般 地 ,六 越 小 ,表明 求 积 全 起 的 精度 越 高 . 但 是 , 当 被 积 画 数 产 z) 是 多 项 式 时 ,及 元 表现 
出 某 种 特性 , 即 菜 一 确定 的 求 积 公式 ,对 某 些 多 项 式 的 积分 是 精确 的 ,而 对 另外 一 些 多 项 式 的 
积分 是 不 精确 的 。 于 面 就 通过 具体 例子 来 说 明 这 一 现象 。 

鲍 4.1 用 梯形 公式 和 岛 mpson 公式 分 别 求 Fr) 一 lrcrzt 时 下 列 定 积分 之 值 ,并 
给 出 结论 。 

7 一 | reodz 
解 ”计算 定 积分 交 梯 形 公 式 和 Simpson 公式 分 别 为 : 
7T= 了 LAO) 二 GD 


S= 寺 [7(oA4H | +AGD | 


将 计算 结果 列 成 表 4. 1( 作 为 对 比 , 准 确 值 7 用 Newton-Leibnitz 公式 计算 ) 。 
囊 # 计算 例 4 工 题 的 结果 
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从 计算 缚 果 中 可 以 得 出 如 下 绪论 : 

梯形 公式 对 最 高 次 数 不 超 过 1 的 密 项 式 的 积分 ,计算 结果 是 精确 的 ,而 对 最 高 次 数 超 过 ] 
的 雪 项 式 的 积分 ,计算 结果 是 不 精确 的 ;Simpson 公式 对 最 禹 次 数 不 超 过 3 的 多项式 的 积分 ， 
计算 结果 是 精确 的 ,而 对 最 高 次 数 超过 3 的 多 项 式 的 积分 ,计算 结果 是 不 精 俏 的 ;用 Smpbsen 
公式 计算 定 积分 要 比 梯形 公式 精确 些 。 

为 了 更 好 地 刻画 求 积 会 式 精 度 的 这 种 伞 质 ,就 而 要 引 人 和 人 下面 代 数 精度 的 概念 : 

定 尽 本 1 如 果 求 积 公 式 (4.7? 对 于 一 : 团 次 数 小 于 和 等 于 的 多 项 式 的 积分 是 准确 的 ,而 
对 殉 数 为 十 1 的 多 项 式 的 积分 至 少 有 个 是 不 准确 的 , 则 称 该 求 积 公 式 具 有 次 代数 精度 ,或 
称 该 会 式 是 呈 阶 的 。 

在 具体 考察 -一 个 求 积 公式 的 代数 精度 时 , 常 蜗 用 以 下 方法 :用 某 求 积 会 式 计 算 锌 积 畏 数 
六 rr 一 中 的 积分 ,如 果 在 上 =0,1,2,…a 时 均 是 准确 的 ,而 在 上 一 a 十 ] 时 不是 准确 的 .那么 就 
可 以 确定 该 求 积 公 式 的 代数 精度 是 an 次 而 不 必 再 继续 考察 其 对 所 有 的 mn 十 1 次 多 项 忒 的 积分 是 
否 准确 成 立 (可 以 根据 定 积分 的 性 质 加 以 证 明 )， 

在 一 般 情 形 下 ,就 用 代数 精度 来 衡量 -个 求 积 会 式 的 精度 。 

例 4.2 考察 梯形 公式 的 代数 精度 。 


精确 值 计算 用 [一 | /crpdr= PCD 一 PC) 
近似 值 计算 用 7 一 二 (6 一 e)LA(a? 十 /CO)] 


解 (1) 设 .六 xz) 一 1 , 刚 
r 一 | ar=6-。 


7 一 却 ( 一 @[F(a) 十 AGO 一 坟 他 2 十 下 一 5 一 
了 一 了 ,梯形 么 式 对 一 雪 堆 次 密 项 式 的 积分 计算 是 精确 的 。 
(C2) 设 Ac 一 避 则 
1 一 | zdz 一 一 9 


了 一 坟 G 一 a) [Le) 十 邦人 ] 一 六 动 一 [十 赔 一 计 ( 外 一 a) 


Z 一 了 ,梯形 公式 对 一 唐 一 次 才 项 式 的 积分 计算 是 精确 的 。 
(3) 设 六 rm 一半 ， 则 
7 一 | zaz 一 本 全 一 他 ) 


了 = 斑 G 一 LAKe) 十 7O)] 一 于 (6 一 [十 o] 


7 了 :<7 ,梯形 公式 对 二 了 侈 多 项 式 的 积分 计算 不 是 精确 的 。 
由 代数 精度 的 定义 可 知 ,梯形 求 积 公式 的 代数 精度 为 1 次 。 
关于 人 求 积 公 式 的 精度 与 求 积 节点 数 的 关系 ,有 如 下 定理 ; 
定理 4.1 对 于 任意 给 定 的 十 1 个 瑟 异 的 节点 : 
4 一 ro<CT ta<C<C 一 让 
妃 存在 系数 4o,44，…4。, 使 得 求 积 公 式 (4.7) 至 少 具 有 次 代数 精度 。 


。6 及 。 数值 计算 方法 (MATIAE 语言 版 ) 





证 明 以 > 十 1 个 互 异 的 节点 ae cnseas cs 为 播 值 节点 的 Lagrange 揪 值 多 
项 式 为 : 


记 (z) 一 人 人 (Cr Fr 





其 引 并 一 有 E 一 一 了 


它们 都 是 ”次 多 项 式 。 取 求 积 系数 
=| 《dy 


构成 求 积 公式 (4 7),.4， 只 依赖 于 求 积 节点 和 积分 区 间 ,而 与 求 积 图 数 .Ax) 无 关 。 由 捅 值 余 项 
公式 ， 有 : 





中 昌 趟 ]? 

| redz -| 记 .crdr+| 元 证 TITec- .和 
=| > 。 /zaodz+ 志 十 本 | /下 ( 工 一 2i0dr 
- 袜 [ ear yeo+aR Tc-nod 


=-4 s /co+z 二 | ro 有 (了 一 了 )d 了 
最 然 , 对 于 一 切 /(o 一 王 直 一 0,1,2，…P) ,总 有 
| rar=>a Cn) 


让 十 有 


准确 成 立 , 故 求 积 公 趟 (4,.7) 至 少 具有 呈 次 代数 精度 。 
4.2.4 求 积 公 式 的 构造 方法 


1. 待定 系数 法 


和 荷 定 系数 法 就 是 以 代数 精度 为 标准 来 构造 求 积 公式 (4. 7)。 
例 奶 , 构 造 一 个 形 如 (4 7) 式 的 求 积 会 式 ,使 其 具有 一 次 代数 精度 .此 求 积 公 式 的 具体 形式 
应 为 : 


| reoar= 用》 


利用 代数 精度 的 概念 ,可 得 以 下 两 个 方程 式 ; 

(1 令 六 z) 一 ], 则 有 4 十 4 一 5 一 a。 

(2 全 Fr) 一 zt, 则 有 4oa 十 4 一 (本 一 a3)72。 
解 之 得 4 一 4 一 (2 一 4)72 
因此 ,以 区 间 两 端点 a， 人 > 丈 为 : 





沪 式 即 为 梯形 求 积 公式 。 也 就 是 说 ,梯形 求 积 公式 如 具有 一 次 代数 精度 。 
一 般 地 .对 于 2z 十 1 求 积 节 点 了 人 一 0 1 2 9) 车 构造 一 个 求 积 公 式 (4.7), 全 其 具有 2 
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次 代数 精度 , 则 必须 使 其 当 
一 
时 均 能 准确 成 立 , 即 可 得 到 如 下 的 方程 组 ， 
中村 十 十 媳 一 5 一 
re 十 疝 丰 十 冤 十 站 一 (天 一 a237A2 
和 (4.8) 
HL 十 由 十 十 一 Ke 十 1) 
对 于 方程 组 (4. 87: 
(1 若 rG=0 ,2 已 给 定 , 则 方程 组 (4.8) 只 有 = 十 1 个 待定 系数 Ad，….4, ,是 
一 个 线性 方程 组 ; 当 mG 一 0,1,2, ,aa) 互 异 时 ,其 系数 矩阵 行列 一 一 范 德 壹 行 列 式 不 为 替 . 故 
方程 组 有 稚 一 解 ,这 样 就 可 求 出 全 部 的 系数 4,,4，…'4。, 而 县 构 遗 的 求 积 公 式 (4. 7) 至 少 具 
有 次 代数 精度 。 
当 闪 GD 1.2 0 为 等 距 节点 时 , 构 址 的 求 积 公式 称 为 Newton-Cotes( 生 顿 - 柯 特 斯 ) 
人 二 
(27》 若 4. 和 和 4 一 0 12 2) 均 为 待定 , 则 方程 组 (4.8)》 具 有 (2n 十 2) 个 待 下 系数 4,4i， 
…4。 和 zoom。 为 求 出 这 些 系 数 ,必须 使 求 积 会 式 (4.7? 当 乒 z) 一 (起 一 0 1 2 22 十 
1) 时 均 准 确 成 立 , 即 使 之 具有 ?2 十 1 次 代数 精度 ,从 而 得 到 2 十 2 个 方程 构造 的 高 阶 非 线性 方 
程 组 
4 十 4 十 光 十 4 一 占 一 
co 十 4 十 … 十 赂 一 《有 一 GA2 
(4. 9) 
zi+1 十 同和 +1 十 小 十 几 n+ 一 (52+2 一 Qt2 2 十 2 
解 方程 组 (4. 9 得 到 4 和 属 ( 一 0,1,2, 2) ,这样 构造 的 求 积 公式 称 为 Guass( 商 斯 ) 求 积 
公式。 
例 4.3 设 有 王 列 近似 求 积 公式 ; 
| ApazsarCDTDH -LU3+BD 二 BGA2)TCAG) 


试用 待定 系数 法 求 出 各 系数 ,并 求 该 求 积 公 式 的 最 高 代数 精度 。 
解 求 积 公式 有 9 个 求 积 节 点 丽人 分 别 取 乒 和 二 12 进行 计算 。 


] 
由 /zy 一 1 ,| kz)dz=| dz 一 3, 得 4 十 万 十 理 二 忆 二 C 一 2 


由 FCz) 一 二 ,得 | 7(z)dz 一 | zdz=0, 担 一 4 一 亏 D 十 0B 十 二 吾 十 C 一 0 

-1 一 1 

由 /(z) 一 刀 zydz=| zadz= 达 ,得 4+ 二 DOB 二 十 ETC= 人 ， 
1 上 

由 An) zydz 一 | ridz 一 0, 得 一 4 一 而 DD 二 08 十 击 尼 TC 一 0 
一] -1 


了 
由 /rpD=r Hzdz=| rdz= 全 ,得 4 二 十 D 十 0B 十 去 尼 +C 一 全 。 


2 5 
最 后 得 到 一 个 线性 方程 组 : 


7 数值 外 算 方 法 (MATILAER 语音 版 ) 


FF 机 本 二 村 下 
起 
三 于 上 中 二 1 | F。 32 
2 2 4 0 人 汪 
1 站 万 
[EN 一 4 
和 百 | 一 | 3 ， 解 之 ,得 | 号 | 一 
1Ln0dL 2 9 汉 | | 汪 
| cj | 和 府 
1 5 
1 E 站 一 1 ?了 
16 16 
， 本 Re 32e| 工人 32 1 工 1 了 
所 以 | Areaodzs 二 7 D 十 洽 /| | 十 ACo) 二 相川 | 和 
可 以 验证 ,该 求 积 公式 对 Ar) 一 是 准确 成 立 的 ,而 对 7r)= 一 关 不 能 准确 成 立 , 故 该 求 
积 公 式 的 最 高 精度 为 5 次 。 


思考 题 如 果 用 Fr 一 rr ct 来 确定 上 述 积分 公式 的 系数 ,是 否 可 行 ?是 知 能 得 
到 代数 精度 至 少 为 6 次 的 求 积 公式 ? 


2. 揪 值 公式 构造 法 
在 T 一 | /erdz 中 ,如 果 用 Lagrange 插值 多 项 式 


户 由 人 工 》 一 > “了 CT) 
让 





于 一 二 
其 中 4 一 二 
5 
来 近似 地 代替 Fr)y ,由 有 : 
| cadzs| mdz=| 仿 恒 《和 工 ) F(Ti 如 芝 一 盖 | ncz?dz 大 
a a 上 二 4=9 
看 
今 A=| 了 人 可 工 【二 1 
下 避 到 
得 | reoazs| 加 (zy)dr 一 人 > 144 了 CCzt) 《4. 117 
十 时 有 一 绊 


在 求 积 公式 (4.7)? 中 ,如 果 求 积 系数 4 (一 0 2 2) 由 (4. 10)? 式 计算 得 到 , 则 称 该 求 
积 公 式 为 捅 值 型 的 。 相 应 地 公式 (4. 11) 称 为 插值 型 求 积 公 式 。 


定 青 4. 2 由 " 士 1 个 求 积 节点 槐 造 的 求 积 公式 (4.7) 至 几 有 an 次 代数 精度 的 充 要 条 件 是 该 
公式 是 反 值 型 的 。 


证 了 明 定理 4.1 已 经 证 明了 充分 性 , 现 只 需 证 明 必 要 牲 。 
捅 值 基 畏 数 癌 (了 7 一 0,1,2, 8 是 工 的 六 次 密 项 式 , 且 


口 ， “下 用 
5 一 | 和 
] ， 『 一 中 


故 当 .Fr) 一 靖 Cr 时 , 求 积 公式 (4.7) 式 能 够 精确 成 立 , 即 : 


年 在 四 
| Aceoar=| acopdz= 定 4 = 
如 上 四 
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而 4 一 
故 | crpaz=44 (下 一 日 ,1 .2 
所 以 , 求 积 公式 4.7) 是 插值 型 的 。 

例 4.4 考察 下 面 求 积 公 式 的 代数 精度 。 

1=| ArGzydrs 了 [1(-D +27(00) 1AGD]=/ 
解 ” 设 Fxz) 一 1 则 ， 
1=| de=1-( 一 D)=: 7 一 了 (6 一 oO[1 十 2 十 雪 一 2 一 / 
设 六 zy 一 .rr 则 : 
1 一 | zdz 一 于 0 一 1 一 0 7 一 二 LO 一 of 一 1 二 2X0 二 1 一 0=7 


设 产 (Cr 一 工 唱 : 


】 
[=| zzdz 一 于 (1 一 (一 1 一 于 
-t 


了 
由 代数 精度 的 定义 可 知 ,该 求 积 公 式 的 代数 精度 为 1 次 。 
应 该 注意 ,具有 3 个 求 积 节点 的 求 舱 会 式 的 代数 精度 不 -… 定 高 于 2 次 ,其 原因 是 该 求 积 公 
式 不 是 捕 值 型 的 。 对 于 捅 值 型 求 积 公式 ,有 ， 


六 pa 
应 用 求 积 系数 的 这 种 关系 式 , 可 以 检查 计算 求 积 系数 的 正确 性 。 
从 定理 4.1 和 4.2 可 知 , 由 于 2 十 ] 个 积分 节点 构造 的 求 积 公式 (人 4. 7) 不 一 证 具有 大 于 等 于 
2 次 的 代数 精度 , 故 只 有 该 公式 是 播 值 型 的 , 才 具 有 大 于 等 于 半 次 的 代数 精度 。 
最 后 , 求 积 公 式 (4. 7)? 的 求 积 系数 4 44 4 可 以 由 方程 组 (4.8) 玫 定 ,也 可 专 由 式 


7 一 六 (一 [1 十 2X0+1] 一 1 关 1 


(4. 107 计 算 ,两 者 是 完全 一 致 的 。 


4.3 Newton-Cotes (牛顿 - 柯 特 斯 ) 求 积 公 式 


4. 3. 1 Newton-Cotes 公式 的 一 般 形 式 


对 于 7= | /zyaz, 将 区 同 [ab 分 成 等 份 , 步 长 为 ， 
由 一 ( 古 一 必 ) 7 
鼓 求 积 节 点 和 一 a 十 奈 ， 一 0,1 2，…2) ,通过 这 ?十 1 个 节点 梅 造 一 个 癌 次 代数 多 项 式 (7) 
兰 扩 rr。 他 
sd 十 续 人 夺 一 0 1 2 天 
作 积分 变换 了 T 一 乒 
二 人 人 二 


由 【二 ， 102? 式 计算 求 积 系数 4 一 0 1,2，…n), 即 ， 


7 数 慎 计算 方法 CMRATELAB 洛 言 版 )》 


一 一 一 一 一 一 








一 "~ 一 = ， 。 _ 。  ” - 


1 工 (aa 十 二) 一 (2 十 半 ) 
4 =jwcodr=| LE 站 -| 上 和 扩 三 作 认 nd 


人 4 1 


人 Ti 了 j 
= [Ed 同胞 二 出 


了 二 出 











JJ 到 上 JS 
因为 要 一 六 一 生 和 一 1 人 一 (一 1 和 ，( 开 一 《 直 十 (下 一 六 ) 
人 
一 上 人才 一 13…1 。 (DC 人 人 人 多 ?下 (一 1 一 生 ) 1 
， (一 1 加 
ad 4 机 “ 
令 Ci 一 二 二 人 一 六 出 《4. 12) 


站 


称 避 ,为 Cotes( 柯 特 斯 ?系数 。 夏 
本 一 。 
| (rz)dz 衬 全 一 ao 人 CACri) 《 册 。 汪 3 
所 站 一 让 


《4. 13)? 式 即 为 上 阶 的 Newton-Cotes 公式 的 一 般 形式 。 

如 果 给 定 m, 则 CC, 可 由 (4. 12) 式 计算 出 来 。 表 4,.2 列 出 了 n=1 一 10 的 Cotes 系数 。 应 该 注 
意 ， 

(1) 表 中 的 系数 c 要 乘 倍率 玉 , 才 是 公式 (4 12) 和 (4. 13) 中 的 Cr。 例如 , 当 m= 3 时 ,Co 一 
178,C: 一 378C 一 378C3 一 178。 

(2) 当下 大 于 等 于 6 时 , 表 中 未 列 出 的 系数 可 根据 对 称 性 得 到 。 便 如 , 当 m=6 时 ,Cr 一 
417840。 

根据 上 述 规 则 ,可 以 写 出 一 4 的 Newton-Cotes 公式 如 下 ， 


| randzs 击 (6 一 aJ[77(Crz) 十 327Cr) 二 1270z) 十 32F(z 十 7FCz)] 


其 中 和 0 一 全 94 一 由 
虚 . 2 Cotes 系数 


1790 


17228 1]8 


17840 2 
1717280 3577 2989 298 1323 
1728350 5888 了 站 村 有 一 454 19496 
1789600 15741 19344 577 训 7 


] 提 | 1.759 名 三 52 106300 27240n0 | 一 26055D | 44273518 吕 
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4. 3. 2 Newton-Cotes 公式 的 稳定 性 


在 Mewton-Caotes 公式 (413 中 ,设计 算 力 数值 Fr 一 1 2 所 产生 的 售 人 误差 为 
怀 (一 2) 则 用 Newton-Cotes 公式 计算 各 分 的 误差 为 : 


# 一 人 一 oa ICoFr 一 (一 ay 人 >CILFCrD 十 E] 一 三 一 @) >VCies 
点 一 嫉 目 一 昌 生 一 个 
今 Emmax ie|, 当 (Cotes 系数 全 为 焉 时 (ns7,2 一 9) 则 


加 委 G-e)N Ice 和 -ae ICI=Gas 
业 一 自 二 -用 
所 以 ,Newton-Cotes 公 丈 是 数值 稳定 的 ， 如 果 Cotes 系数 有 正 有 负 , 则 


> ,Ci>>1 
下 一 


随 着 ”的 增 大 ,该 值 变 得 越 来 越 太 ,并 且 对 |?| 的 影响 越 来 越 大 ,容易 出 现 数值 不 稳定 现象 ， 因 
此 ,高 阶 人 na 芝 的 的 Newton-Ceotes 公式 在 实际 中 很 少 应用 。 本 章 只 讨论 几 种 低 阶 的 Newton- 
Cotes 公 武 的 具体 形式 。 


4.3.3 截断 误差 与 代数 精度 


1. 截断 误差 
Newton-Cotes 公式 是 插值 型 求 积 公式 , 故 其 余 项 尺 是 Lagrange 搬 值 和 多 项 式 余 项 的 积分 : 


站 了 FT+DTES) 抽 
R=| /zydz-- >47n) 一 | AT 也 (r 一 TD)dr， AcE[a] 





加 6 rnt) 了 
即 R 一 | 下 于 c= TDdr， ET[a)6] 《4. 芋 生 》 


作 积 分 变换 了 一 4 十 需 ,dzsAhdir 一 at 一 07= 一 5 有: 


加 4 1 
《 -| 呈 二 1 


下 JeTDTYEY 
-| (mn 十 1 


(a 十 雪 一 一 0 可 十 瑚 一 可 一 1] 十 需 一 理 一 下 扩 ?下 机 





公 一 站 在 一 下 人 一 天) 页" E [ay6] 


正 m 十 由 ， 三 
故 RATTe-6de，ee[e (4. 15) 


是 对 抽 


在 推导 于 个 低 阶 Newton-Cotes 公式 的 截断 误差 时 ,会 用 到 广义 积分 中 值 定 理 。 即 
定理 4.3 设 画 数 r(z) 及 rprtz) 在 [alj 上 可 积 ,函数 Fr)? 在 [a,5] 上 连 绫 , 目 央 委 大 
SAMfCm Arf 为 常数 ), 画 数 gtr) 在 La,5 上 不 变 导 , 即 始 终 有 gzys0 战 5fz20, 则 


| GogGadz= Fe| gGr)dz， ETa |] 


2. 代数 精度 
定理 4.4 具有 "十 1 个 求 积 节点 的 Newton-Cotes 公式 在 为 个 数 时 ,其 代数 精度 为 上 十 1 
次 。 
证 了 明 设 扩 门 为 十 1 次 密 项 式 , 即 : 


数值 计算 方法 (MXATLAB 语言 版 } 


十 1 
了 一 从 
将 其 z 十 1 次 导数 /rn0Cr) 一 (十 1)1 oa 人 代 人 (4.157? 式 ,得 : 


月 2 ， 
二 | GTTG 一 Pd 一 el 相关 上 cad ecE [a ,6] 
全 玫 一 2 贡 册 人 zx 一 六 。 得 


『He-pd= T[ ee 上 mm 一 6ds 
中 一 局 境 是 -站 





国 为 [一 8 十 问 一 起 一 (一 站 十 次 并 一 让 十 关 一 1 一 并 一 牙 一 焉 二] 一 在 一 玛 ) 
点 - 引 
一 【一 1 加 下 一 了 更] 一 拉 十 于 7 下:【( 寺 更 一 1 二 更 》 


一 《一 1》 囊 全 十 更 区 下 十 搓 一 下 (一 撞 十 本 一 二 ) 


一 一 【人 十 天 一 如 
业 一 耻 


为 奇 琢 数 , 所 以 
Re 站 Te-bd=oaer [[w+m- 下 ?dz 一 0 


当 #a 为 偶数 时 ,Newten-Cotes 公式 对 m 十 ] 次 多 项 式 是 准确 成 立 的 , 故 其 代数 精度 为 a 十 1 


次 。 


4.3.4 低 阶 的 Newton-Cotes 心 式 


1. 梯形 求 积 公式 
当 区 间 [a ,中 分 成 1 等 分 , 即 2 一 1 时 ， ee Cotes 系数 计算 录 十 : 


=- 了 | -| 1 
wearEEwS ITe- jdt 一 一 | 人 一 1 到 一 了 
pa 


一 】 
C=Tr | Je- Pd=| 地 = 王 


1。， 了 ! 
人 


得 梯形 求 积 公 式 : 
| Fedz= 二 6-aLACOATAGO]= 二 [Fa)+AO]=T 


当 六 zz 在 [a,5 上 有 连续 的 二 阶 导 数 时 ,梯形 求 积 公 式 的 截断 误差 为 ， 





由 月 下 1 = 【3 
中 上 S2TTcz-zodz= 蕊 急 Co-okz-pdz， eE [ap] 


ja 二 11 
又 在 Fa ,8 上, 娩 终 有 (zx 一 afz 一 的 委 0, 故 根据 定理 4.3 有 ， 


(3 
玉 了 一 | 二 (多 ( 亦 闪 全 一 吉 ] 攻 工 一 有 一 二 | { 工 一 如 儿 玫 一 而 ?人 





只 + 一 一 (一 G 关 六 2 六 一 一 站 外 Je (3?) 3E[a:5 


2.g%jimpson 求 积 公式 
当 区 间 [La , 疏 分 成 2 等 分 , 即 a 一 2 时 ,天 = 他 一 a)72,Cotes 系数 计算 如 下 ， 


(4. 161) 


第 {+ 章 数 信 积 分 0 


一 一 -- 一 





《一 1 3 2 1 
Cr ce 一 ou (一 1 一 2)d 一 下 
1 
__ 人 一 2 
(一 。 1]1 二 Tv- 了 本 一 je 2 一 


_ 《一 17 _ 
本 1 夺 一 了 一 四 
全 


得 Simpson 求 积 公 式 如 下 ; 
| Apods 放 oo+ 才 | 定 +Ao] -4[Aao+4| 于 人 +Ao]- 


当 交 三 汪 过 民 史册 所 导数 Simpson 求 积 公式 的 截断 误差 为 : 
3 
Rs 上 31 


好 十 十 

















(az 一 号 《十 一 吾 ] 可 工 & 王 [a : 古 ] 


5 
天 : = | 下 [Prize 1] (了 一 如 





一 (z 一 5)dz 
=j frrozvzadl 于 cz 一 oa (Cr 一) 
一 于 ALzzoyzn ,za](z 一 xz 一 人 中 一 上 二 Crz 一 az 一 5 [zyzroyzyzrs]dz 
-一 | 了 4r 一 ez(z 一 DTrrrormsr]dz 
一 一 十/[6,eszoyzivza]| (一 oz 
故 Rs 一 一 项 厅 G6 一 50 人 (人 一 一 贡生 ee() 9 [evb] 《4. 17) 
3.、Cotes 求 积 公式 
当 区 间 [a , 纪 分 成 4 等 分 , 即 a 一 上 时 改 一 (一 ay74 ,同样 可 以 计算 出 Cotes 系数 及 其 截断 误 





差 为 ; 
| Fazyazs 赴 G- 一 2)| ?Fa)+327FKa+ 人 十 127 写 ] +327(a 十 360) 十 77(6) |] 一 C 
其 中 ， h 一 擂 2 当 .Fz) 在 La 上 上 有 连续 的 六 阶 导数 时 ,有 ; 
Re 一 一 气 *] Jo) 一 一 RE C)， 7E [ao] (4. 18) 





一 般 称 * 一 4 时 的 Newton-Cotes 公式 为 Cotes 求 积 公式 ， 
例 4.5 用 Newton-Cotes 公式 计算 下 丈 ， 


 ， 
r=| sin 
站。 开 


解 ”用 不 同 阶 数 的 Newton-Cotes 公式 计算 ,以 便 比 较 计 算 结 果 , 即 : 


n 一 1 1 二 [7(O) 上 +AFGD)] 一 半 G1+0 8414709) 一 0. 9207354 





na 一 2,7 一 人 [A++4[ 壮 | + 


一 十 (1 二 4X0 9588511 十 6. 8414709) 一 0. 9461359 


76，。 数值 计算 三 法 :MATLAB 语言 版 ) 


na 一 37m 言 | /0 二 34| 本 | +31| | +7G) | = 9461109 


_ 7 了 工 [ oof 工 1，13pl 上 war 3 _ 
n 一 4.7s0|77o7+321| 1 Fl24| | 1 32 了 | 十 ?70 | 0. 9460830 








一 Js 2 首 工 [2 下 辣 92 几 生 | 十 了 
"一 5 天 2887(0) 十 天 川 二 | 1 Fit 引 j 十 下 诈 噩 | 十 加 87G) 
一 0. 9460830 


该 积分 的 准确 值 T 一 0. 9460831。 从 例题 的 计算 结果 可 知 ,a 一 2 和 "一 3 的 结果 比 镑 接近 ia 
一 上 和 nn 一 5 的 结果 出 较 接 近 。 因 此 ,根据 定理 4, 4,. 在 实际 应 用 时 ,常常 用 关 为 偶数 的 Newton- 
Cotes 公式 而 不 用 nm 为 育 数 的 Mewton-Cotes 公式 。 


4.4 复 化 求 积 方法 


从 Newtion-Cetes 的 截断 误差 公式 中 可 以 看 出 , 当 积 分 区 间 [a ,的 较 大 时 , 低 阶 的 Newton- 
Caotes 求 积 公式 截断 误差 都 比较 大 .由 于 商 阶 Newton-Cotes 求 积 公式 是 数值 不 稳定 的 ,因此 通 
过 不 断 增加 阶 数 来 提高 求 积 会 式 的 精度 是 不 可 行 的 。 但 是 ,如 时 将 积分 区 间 [La ,2 分 成 几 个 小 
区 间 ( 任 意 的 ), 在 每 个 小 区 间 上 应 用 Newten-Cotes 求 积 公元 ,其 赵 断 误差 必然 会 减 小 ,然后 担 
把 每 个 小 区 间 上 的 积分 值 黑 加 起 来 ,这 样 却 能 大 大 提高 整个 积分 的 精度 .这 是 一 种 行 之 有 效 的 
方法 ,并 称 这 种 方法 为 复 化 求 积 方法 。 

常用 的 复 化 求 积 方法 采用 等 分 区 间 的 做 法 ,具体 如 下 : 

将 区 间 [a ,的 划分 为 等 分 , 步 长 为 百 = (一 ao 分 点 辣 一 4 十 琳 天 一 0,1,2,…,。 先 用 
低 阶 Newton-Cotes 求 积 公式 求 得 每 个 子 区 间 [zrtyrr+i] 上 的 积分 值 扰 ,然后 将 它们 累加 起 来 求 


和 ,用 )7, 作 为 所 求 积分 7= | /(z)dz 的 近似 值 ， 


4.4.1 复 化 梯形 公式 


在 区 间 [a , 妇 上 采用 复 化 求 积 方法 ,具体 使 用 梯形 求 积 公式 进行 计算 ,就 得 到 复 化 梯形 公 
式 。 用 了 ， 表示 .Fr 在 子 区 间 [zyzriri 上 的 积分 值 ,了 。 表示 三 f) 在 区 间 [a 汉 ] 上 的 积分 值 , 有 : 


了 一 二 HE7CzD) 十 Cn ) 


其 中 
再 一 (一 下 ) 7 一 作 十 玫 再 《下 一 目下 
于 一 圭 用 一】 
帮 Tv 一 >T= 了 百 2IL7(CzD 十 fr] 
业 吓 站 点 一 心 
中 
即 ， T.= 子 旦 [rr-o 二 An)T2YAGzo] (4. 19) 
| 
或 


拓 s[rco+7oT2S Aero] 
截断 误 关 用 尺 : 表示 ,由 于 /Cr) 在 区 间 [a ,后 上 有 连续 的 二 阶 导数 , 故 有 : 


本 一 】 本 


一 1 
只 站 天 疡 一 1 人 9 一 一 证 于 他 ;7 (9) 地瓜 [Le 了 


点 一 笑 二 一 





了 ,一 


第 + 章 数值 积分 ”77 
即 。 R 一 一 让 mA 一 一 全 Fen) 3E [ao 
用 MATLABE 语 谊 编写 的 复 化 梯形 公式 (4. 19) 的 程序 很 简洁 程序 名 称 为 Trape. my): 
function JI==Trapetisby 
【一 上 xfsung 人 《十 全 enegthetyyy723， 
其 调用 格式 为 : 
I 王 Trapecfhy》 
其 中 ,上 是 分 扣 因 数值 的 矩阵 ih 是 区 邮 的 长 度 。 
例 4.6 分 析 用 复 化 梯形 法 计算 下 述 积分 时 ,划分 区 间 数 * 对 误差 的 影 啊 。 


和 | 兴工 十 全 口福 
自 


《1.2 


已 孝 积 分 精确 区 了 一 4. 006994。 
解 编写 MATLAB 计算 程序 如 下 : 
eleari Iexact 一 二 .069894 ; 


引 二 -00 b 一 2; 

fprintf fn Extended Trapezoidal Rule nm 7) 
fprintft mn no [ Error AH》 
ne 一 上; 

Jor 氏 一 1 :1 


TO 一 二 共 DO# 
h 一 (一 anot ii 一] 
X 一 na 十 4 一 17 # 和 hh; 
{ 一 sqrtfl 十 exP(Cx7 )#; 
一 trapecf ,7 
鸣 3. Of %10. 5 


no T,TIexact 一 了 >; 


: no 十 ]; 
昕 区 间 的 各 分 点 
名 各 分 点 的 函数 值 


ipPrintfr 驹 10. 8 Ar 


and 

计算 结果 为 : 
Extended Trapezeidal Rule 
Jo | 匡 rror 


32 
64 


4 08358 
4.02619 
4.01180 
生日 人 81 
4 日 避 7 2 
4.00707 


口 . DO7659 
.01918 
D. 00480 
必 - 电 必 1 2 号 
000300 
避 , 避 人 0 县 


在 本 程序 中 ,对 积分 区 间 进 行 了 6 次 划分 (划分 区 间 数 加 售 . 步 长 减 半 ), 进 行 了 6 次 独立 的 
计算 。 当 “加 和 售 时 ,误差 大 约 减 少 为 原来 的 174。 


复 化 Simpson 公式 
在 区 间 {a,pJ 上 采用 复 化 求 积 方法 ,具体 使 用 Simpson 求 积 会 式 进 行 计 算 ,就 得 到 复 化 


4. 4. 2 


=。 了 吕 。 数值 计算 力 直 (MATLARB 请 言 版 ) 








Simpson 公式 。 用 人 5 表 不 六 在 放 区 间 Lrrr] 上 的 积分 值 ,s, 表示 Ar 在 区 间 [u2] 上 的 
积分 值 , 有 : 

8 一 于 有 [Ar 14FGra sy FF 
起 中 ,ro 为 子 区 间 Lrmecrt 的 中 点 ,一 (一 


2 1 
SS 十 写 LCroT4Gnn 十 CCxzsrty] 


故 S,= 拉 TELAe) > Fr 437cao+AO (4. 20) 
截断 误差 用 Rs 表示 ,由 于 /Co 在 区 间 [a ,6 上 有 连续 的 四 阶 导 数 ， 故 有 : 


“ 


Re 一 人 一 元 800 一 5 久生 LT 
0 《一品 
故 尺 一 一 8) 一 一 | 7 (1 3Efa) 《4. 21) 
在 实际 应 用 中 , 常 涡 使 用 复 化 Smpson 方法 。 为 了 便于 编程 ,可 将 4. 20) 式 改写 为: 
S,= 二 用 ( 7 一 6 十 > [4ACn-o) 二 27CrD]j (4. 22) 
二 -= 


4.4.3 复 化 Cotes 公式 
在 区 岂 [a,oj 上 采用 复 化 求 积 方 法 ,具体 使 用 Cotes 求 积 公 式 进 行 计算 ,就 得 到 复 化 Cotes 
公式 为 : 
CC 一 茜 [7 十 32 /Cr 十 12 人 Areevo 十 驱 之 ;7zrrsn) 十 1 之 czDT7ACDj 
截断 误差 为 : 
2 一 人) ”re 
| 了 二] 7 (9 YE [La 


从 复 比 求 积 的 余 项 公式 中 可 以 看 出 , 复 化 梯形 公式 . 复 化 Simpsoen 公式 、. 复 化 Cotes 公式 的 
余 项 和 步 长 的 美 系 为 太一 口 ( 语 2 民 : 一 口 (84) , 玉 - 一 品 (56) 。 因此 , 当 石 一 0 或 zec 时 ,7， 全， 让 


一 了 





惧 ， 一 





也 


例 4.7 给 出 函数 Fz) 的 数据 如 表 4. 3 所 示 , 试 计算 积分 7=| /cadz。 
甫 4.3 范 数 六 *) 的 已 知 数据 


1 | 578 





一 Sn 














站 0.936155636704739 
178 人 097397867081822 0 908851680031112 
It 0. 989615837018092 0. 8?7192573984031 
3 他. 号 7572674422946 0.841470984807896 






和， 全 吕 晤 号 虽 ] 站 了 7 个 呈 寺 昌 


解 ”用 复 化 梯形 公式 计 算 (8 等 分 区 间 ? 可 得 : 
7 = 去 x 癌 |AGo)+2[/[ 言 | 二 二 | + 作 癌 + 川 卫 | + 各] 十 川 半 | | 癌 | ]+7OD | 


第 ! 齐 数 让 积分 "79。 


一 总 生 寺 器 马 避 乌 
用 复 化 Smpson 公式 计算 1d 等 分 区 间 ) 可 得 ， 


x 寺 | COT4H| +2H| 了 | + | 二 |+241| 立 ] 十 4 





上 
1 时 
， 有 


+21| 二 | + 二 | +AGD | 
一 0. 9460832 
用 复 化 Cotes 公式 计算 (2 等 分 区 间 ) 可 得 : 


Ca 一 说 X 访 宁 | ?CO 十 327| 和 计 | +12 几 二 | 十 3227| 辣 | 二 4 | T32 用 计 | 


+12 有 王 | +32H| 训 | +7A0) |= 9460829 


] 
站 .9 与 心 98 位 9 攻 


站 电站 好 号 得 站 . 笑 B 
心 94 六 94 已 中 4 
站 .日 立 人 昌 心 之 
站 ,8 站 .9 犁 站 
总 . 呈 呈 站 且 员 总 全 负 
心 遇 昌 局 避 8B .86 
站 有 站 De2 bd 0 0 1 站 0a 0d4 0n DR 1 


力 42 复 化 梯形 法 . 复 化 Simpson 法 和 复 全 Cotes 法 的 图 解 
图 4.2 给 出 了 用 三 种 计算 方法 计算 的 结果 示意 图 。 计算 结果 和 精确 值 0. 9460831 相 比 较 ， 
Ts 有 2 位 有 效 数 字 ,s, 有 6 位 有 效 数 字 ,C。 有 5 位 有 效 数 字 .。 由 于 复 化 Simpson 法 的 区 间 小 , 故 
复 化 Simpson 法 出 复 化 Cotes 法 的 计算 精度 高 。 因 此 , 复 化 Simpson 法 是 一 种 常用 的 数值 积分 
公式 。 


4.5 Romberg( 龙 贝 格 ) 积 分 法 


4.5.1 变 步 长 积分 法 


复 化 求 积 方 法 对 提高 积分 精度 是 行 之 有 效 的 ,但 必须 事先 给 出 恰当 的 步 长 上 。 如 果 步 长 太 
长 则 难以 保证 精度 , 太 小 则 增加 计算 量 .在 实际 应 用 中 ,一 般 采 用 变 耕 长 积分 法 来 解决 该 问题 ， 
即 让 比 长 不 断 减 小 ,考察 在 不 同步 长 条 件 下 的 计算 结果 的 精度 ,一 旦 计算 结果 满足 精度 要 求 ， 
则 可 以 停止 计算 ,给 出 正确 答案 。 这 是 面向 计算 机 的 解决 方案 。 在 人 工 计 算 的 条 件 下 ,一 般 采 
用 一 种 特殊 的 变 步 长 法 , 即 采 用 亚 次 二 分 积分 区 间 的 方法 得 到 不 断 减 半 的 步 长 ,再 应 用 复 化 求 
积 方法 ,可 推导 出 某 种 递 推 公式 , 既 可 减少 计算 量 , 又 可 以 较 快 达到 计算 精度 的 要 求 。 下 面 昌 介 
绍 的 正 是 这 种 变 步 长 积分 法 。 


1. 变 步 长 梯形 法 
对 于 7=- | /ce)dv ,将 积分 区 同 [a, 扫 分 成 等 分 , 则 共有 ， 十 1 个 分 点 ， 


.14 一 十 点 殖 【点 一 心 ， 了 ， 间 ， “4 五 一 (一 如 AR 
议 此 时 用 复 化 梯形 公式 求 得 的 积分 值 为 了 T。。 进 一 步 地 ,将 积分 区 间 [e, 分 成 2n 等 分 , 则 


。 RD。 数值 计算 方法 (MATELABSB 语言 版 ) 


共有 2 十] 个 分 点 , 设 此 时 用 复 化 梯形 公式 求 得 的 积分 值 为 Tu .显然 ,在 计算 了 的 过 程 中 所 用 
的 分 点 有 一 半 是 计算 了 时 用 过 的 ,重复 计算 是 浪 典 。 为 此 ,有 必要 研究 了 和 了 :之 间 的 关系 。 
对 于 任意 一 个 子 区 间 {Lr ra, 用 梯形 公式 计算 的 积分 值 记 为 了 .在 其 中 间 增 加 一 个 节 


7 ,一 六 甩 LACr) 十 Fr， 订 


Ta 于 有 [Ar 十 27(rzro) 十 zs 
分 析 了 :和 了 .的 关系 ,可 得 : 
Ti 一 羡 TU 十 言 再 Ar 
业 此 式 从 & 一 0, 1 一 1 奈 如 求 和 , 即 得 到 用 复 化 求 积 法 得 到 的 积分 值 为 ， 


一】 有 “1] < 
Te 一 >， 二 Ti 十 S， 了 工 7 由 1 
点 = 站 南 一 丰 2 业 一 是 < 


nm 】 
Tu 一 去 妃 十 去 再 Cn) (4. 23) 
直 一 白 
1] 
或 Ts 一 去 思 十 闫 2 (rtrama) 
是 一 牛 


起 中 , > 7(zssa) 为 区 间 [e, 扫 分 成 ”等 分 后 再 次 二 分 而 增加 的 新 节点 的 函数 值 之 和 。 要 特别 
注意 的 是 妃 一 (一 a?/m 为 区 间 [a, 妇 分 成 * 等 分 的 步 长 ,一 “2 为 区 间 fay 拉 分 成 2n 等 分 的 





步 长 TH 一 妈 十 4 十 | 五 。 

如 果 将 区 间 [a , 引 继 续 分 成 4a 等 分 .8n 等 分 .… .2m0 一 0 1 等 分 , 均 可 按照 公式 (4， 
23)? 递 推 计 算出 来 。 

在 实际 计算 中 ,利用 某 二 分 前 后 两 次 积分 值 之 差 的 绝对 值 1 了 一 了 .| 委 e, 来 判 医 积分 近似 
值 了 :是否 满足 精度 要 求 。 


例 4.8 用 变 步 长 梯形 法 计算 | sazdz。 
解 1) 整个 区 间 [0,1] 的 积分 。 雪 天 一 1 ,五 王 1.710) 一 1 1 一 0.841410 时 ,有 ， 


Ti 一 于 FAC0) 十 GD 一 去 G 十 0 84]4710) 一 0. 9207355 


(2 第 1 次 二 分 区 间 。 当 上 = 172, 亡 = 王 1 ,分 点 函数 值 /172) 一 0 六 939588510 时 ,有 ; 


7 一 二 7 十 末 / 到 | 一 到 X0 9207355 十 六 X0， 9588510 一 0. 9397933 


《3 第 2 次 二 分 区 间 .。 站 =174, 琅 =172 ,计算 新 分 点 上 的 函数 值 Al17d4)7 一 0. 9896158， 
734 一 0.9088516, 则 有 ， 





1 1 1 311 
Te=s7: 二 [| 到 +H| 本 |=。% 9445135 
(47 第 3 次 二 分 区 间 。 妆 上 =178, 开 一 174, 计算 新 分 点 上 的 羡 数 值 F(178)7 一 0 9973979 ， 


.378) 一 0 9767267, 7578) 一 0.9361551，FC778) 一 0.8771926 时 ,出 有 ， 


第 ! 章 数值 积分 “号 ] ， 


7 一 7 二 | 有 去 | 上 几 寺 | 7 8 十 几 计 | =.9456909 


这 样 ,不断 二 分 下 去 ,二 分 10 次 以 后 即 可 得 到 精确 值 0.9460831。 其 计算 绪 梨 如 表 汪 4 所 示 。 
表 44 例 48 的 计算 缚 果 






昌 ， 昌 之 站 7 国生 1 94159850 口 ， 940D827 






0.9397933 0. 9160596 | 0. 9460830 






站 是 5]3S 和 - 电 计 所 全 了 三 得 站 .号 4 1 和 8 了 







总 ， 筷 半 村 让 时 口 日 必 。 遇 二 有 总] 5 


2- 变 步 长 梯形 法 的 误 关 


在 变 砂 长 梯形 法 中 ,把 区 间 a, 纪 分 成 z 等 分 后 ,用 复 化 梯形 公式 计算 积分 了 的 近似值 为 


了 ,截断 误差 为 ， 
2 人 | re [六 ) 
把 区 间 [a ,人 分 成 22 等 分 后 ,用 复 化 梯形 公式 计算 积分 7 的 近似 值 为 了 ,截断 误差 为 : 


( 耻 一 如 而 一 可 -3 

oo 

当 六 227 在 区 间 [e ,6 上 变化 不 大 时 ,有 三 7) 关 广 7 故 
Ri， 一 1 


及 7 一 了 4 





R, 一 一世 一 一 








要 一 一 人 








整理 ,得 事后 误差 居 计 式 为 ， 
1 一 Tu 二 (Tu 一 7) 


也 就 是 说 ,用 前 后 两 次 计算 的 结果 之 善 来 佑 计 误 善 , 两 者 越 接近 则 精度 越 高 。 这 避 是 所 谓 的 误 
差 的 事后 舍 计 。 将 了 和 了 au 的 误差 补 公 给 了 ,得 到 比 了 xw 更 精确 的 积分 近似 值 ， 


7 一 47 -了 
7 一 了 To 一 了 7 (4. 24) 


将 例 4. 8 中 所 求 得 的 了 ,和 了 代 人 (4. 24) 式 , 刚 有 7 一 0.9460833 , 它 与 准确 值 0. 9460831 相 
比 有 6 位 有 将 数字 。 显 然 ,精度 大 大 提 商 ,而 且 速 度 也 加 忆 了 。 


4.5.2 Romberg 积分 法 


变 步 长 梯形 法 方法 简单 ,但 精度 低 而 且 收 伍 速 度 慢 。 如 果 在 保留 这 种 方法 使 用 的 逐步 一 分 
慰 想 的 基础 上 ,将 用 误差 事后 估计 法 所 求 得 的 误差 作为 积分 近 亿 值 的 补偿 值 , 以 便 进一步 提高 
精度 ,同时 又 引入 加 速 收 伍 的 技术 , 则 避 可 以 得 到 一 种 更 加 完善 的 数值 积分 方法 , 即 Romberg 
下 面 就 具体 讨论 这 种 积分 方法 。 即 :将 了 :和 了 ,的 表达 式 代 入 (4. 24) 式 ,得 : 
1 一 生计， 去 LA 二 AGO+2AGo)]+ 计 有 Acar| 


-下 了 [rwo 上 rp+2 ro] 


- 82 ， 数值 计算 方法 (MATLABSB 语言 版 ) 


和 ii 和 


2 四 
7= 闻 开 | AH+4Y AnauaH+2>)AGrD+AGD] =S， 
业 ， 龟 生 一 1 


所 以 
4 ， 
心 ,一 本 2 了 了 [44 257 
外 此 可 得 到 结论 一 :用 变 砂 长 梯形 法 二 分 前 .后 所 求 得 的 两 个 积分 值 了 ,和 了 ,. 进 行 线 性 组 
人 台 , 即 可 得 色 用 复 化 Simpson 公式 计算 的 各 分 值 S,， 
进步 考察 复 化 Simpson 公式 。 其 截断 误差 与 步 长 五 的 4 次 方 成 正比 , 即 ; 


了 一 2 1 
了 一 9 一 16 
获 理 得 ， 
7 一 S， (So 一 8) 
问 理 有 : 
_16。、_ 1 
C, 一 证 Sz 一 十 S， 《4. 26》 


由 此 得 到 纺 论 二 :用 变 步 长 Simpson 公式 二 分 前 .后 所 求 得 的 两 个 积分 信和 .Sw 进 行 线性 
组 台 , 即 可 得 到 用 复 化 Cotes 公式 计算 的 积分 值 C,。 
再 考察 复 化 Cotes 公式 。 其 截断 误 善 与 步 长 末 的 6 次 方 成 正比 , 即 : 





7 一 C，_1 
7 一 已 一 人 
整理 得 
64 上 
R, 一 绚 Co 一 症 C， (4. 27) 


由 此 得 到 结论 三 :用 变 步 长 Cotes 公式 一 分 前 .后 所 求 得 的 两 个 积分 值 C, 和 C,, 进 行 线性 组 
合 , 即 可 得 到 用 Romberg 公式 计算 的 积分 值 只 ,, 并 称 (4, 27) 式 为 Romberg 公式 。 

将 变 步 长 (区 间 数 加 倍 ,. 步 长 减 半 ) 梯 形 法 的 积分 近似 值 通过 线性 组 合 得 到 变 步 长 
Simpson 法 的 积分 近似 值 , 再 将 变 步 长 Smpson 法 的 积分 近似 值 通过 线性 组 全 得 到 变 步 长 
Cotes 法 的 积分 近似 值 , 再 将 变 步 长 Cotes 法 的 积分 近似 值 通过 线性 组 全 得 到 变 砂 长 Romberg 
法 的 积分 近似 值 。 这 种 逐次 二 分 积分 区 间 并 利用 线性 组 合 的 加 速 方法 将 一 个 粗糙 的 积分 值 卫 ， 
序列 逐步 加 工 成 精度 较 高 的 积分 值 丸 .序列 的 方法 , 称 为 Romberg 积分 法 。 

Romberg 积分 法 的 有 具体 计算 步骤 如 下 ， 

(1) 在 区 间 [e ,5 上 ,A= 人 一) 计算 分 点 的 函数 值 Pa? 和 6) 后 ,用 梯形 求 积 公 式 计算 
了 1 | 
凸 一 -应 

之 





21 一 La 十 Fo) 


(2) 将 区 间 [a ,的 二 分 ,二 = (一 a)72 ,计算 新 增 分 点 的 表 数 值 / 
了 。， 








吧 后 ,用 (4. 23) 式 计算 


对 一】 
了. 一 二 十 声 六 ra) 


生 一 妊 


用 (4. 25) 式 计算 9，， 
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一 一 -一 


(31 将 区 间 [e , 妇 再 二 分,A 一 tb 一 a)74, 计 算 新 增 分 点 川 4 | 和 几 < 十 本 (十 放 后 ， 


用 5d4.23) 式 计算 了 用 (4,25) 式 计算 .5 ,用 54. 267 式 计算 : 





(4 将 区 间 [e Oo 再 二 分 ,一 (一 上 78 ,计算 新 增 分 点 的 肯 数 值 后 ,用 (44. 23) 式 计算 了 ,用 
(4. 25) 式 计算 S ,用 (4. 26) 式 计算 上 ,用 (4, 27) 式 计算 尺 ，; 


， ] 
及 一 二 :一 人 (1 


《5 将 区 间 [ao 再 二 分 ,二 一 (一 上 716, 计 算 新 增 分 点 的 函数 值 后 ,计算 了 了 SC， 和 和 只。。 
《3 将 区 间 [Lea , 绍 继续 二 分 下 去 ,可 得 Romberg 序列 玉民 民 玉 9 : 民 ， 民 直至 满足 精 
麻吉 求 | 有 Raw 一 民 ,| 守 E 为 止 。 
上 述 Romberg 积分 法 的 计算 过 程 和 结果 可 以 用 表 4, 5 进行 简洁 表 未 。 
千 4.5 Romberg 积分 序列 的 计算 


樟 形 序列 Simpson 皮 列 Romberg 库 列 


代数 精度 1 次 | 代数 精度 3 次 代数 精度 7 次 








例 4.9 用 Romberg 方法 计算 积分 | >2zdz, 要 求 得 到 积分 准确 值 7 一 0. 9460831 ， 


解 (1) 区 则 [0,1],8=15 0) 一 1 一 习 8417710 
六 一 到 GT0 8417710) 一 0. 9207355 


(2) 将 [0,1j 二 分 ,六 一 L/2:| 同 一 [0.9588510 
]】 


了 3 一 7 闪 册 ， 9207355 十 志 X0.958851tD 一 避 . 9397932 
] 
5 一 了 一 忆 于 让 站 外 和 和 


3) 将 [0,1] 再 二 分 ,A= Le 了 | 一 避 . 9896158 ,| 了 | 一 0 9088516 


Ti 一 于 T2+ 革 | 才 于 | + 二 | j=o 9445135 
4 


几 一 本 人 一 3 7 一 0 9460869 


“84。 数值 计算 方法 (MATILAR 语言 版 
一 了 Si 一 二 S, 一 0.94608297 
15 ”1 1 
- - 辽 
(0) 将 [9.1] 再 二 分 只 一 178; 计 算 4 个 分 点 上 的 函数 值 | 寺 | ,/ 言 | , 咱 言 | . 几 襄 


7 一 总 十 襄 | 几 于 | 十 几 训 | 二 几 各 | + 咱 训 | ]=o.94s6so9 





1 一 1 一 坏人 (一 日 .94608337 


CC 二 15S, 一 15S: 一 0. 94608313 
玉 一 和 4 一 Ci 一 0. 9460831 
1 6 1] 


由 此 可 见 , 这 里 用 二 分 3 次 (人 一 3) 的 数据 TsTT， 通 过 3 次 加 速效 得 了 例 4.8 需要 二 分 
10 次 才能 得 到 的 结果 . 由 于 加 速 过 程 中 不 需要 再 计算 唱 数 值 , 所 以 加 速 过 程 的 计算 量 非常 小 ， 
可 以 怨 略 不 计 ,而 如 速效 果 则 是 十 分 显 着 的 。 


4.6 Guass-Legendre( 高 斯 - 勒 让 德 ) 求 积 方法 


4.6.1 Guass 型 求 积 公式 
定义 4.2 在 区 则 [e. 杂 内 ,如 果 由 节点 xyri，vzs 构造 的 播 值 型 求 积 公式 
| roars 补 4 


具有 2n 十 1 次 代数 精度 , 则 称 该 次 求 积 公式 为 Guass 型 求 积 公式 , 求 积 节点 和 仆 一 0 1 为 
Cruass 点 ，。 
Guass 型 求 积 公 式 是 各 种 数值 积分 公式 中 精度 较 高 的 一 种 , 它 与 梯形 会 式 和 Simpson 公 
式 等 一 样 ,也 是 播 值 型 的 。 所 不 同 者 是 , 它 所 选择 的 = 十 1 个 节点 zoyr…yzs 并 非 等 距 攻 点 ,也 
取消 了 .re 和 .z 与 积分 上 下 上 a 和 尹 相 重合 的 限制 ,其 代数 精度 由 此 可 提高 到 2n 十 1 次 。 
构造 人 dass 型 求 积 公式 ,首先 要 确定 出 4 和 天 引 一 0 … ,aa) 两 类 系数 ,而 求 系 数 的 关键 
点 和 难点 在 于 求 Guass 点 心 。 下 面 以 构造 区 间 [ 一 1,1] 上 的 现 点 Guass 公式 


| Andzs4oAcrzy+AAGz) 


为 例 , 说 明 如 何 确定 求 积 系 数 和 求 积 节 点 。 根 据 (4.9) 式 , 列 出 非 线 性 方程 组 为 ， 
4 十 刀 ) 一 二 -一 和 一 1 《一 1 一 








2 了 了 
刀 0To 十 六) 开 1 一 -了 一 0 
妇 一 6 2 
4ox6 十 Ti 一 一 了 一己 
上 4 生 
4ori 十 4 三 一 人 


解 之 ,得 : 


六 ,一 岂 一 nm 一 -和 zi 了 


因此 ,两 点 Guass 公式 为 
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| Fears 咱 一 亏 || 
若 能 用 某 种 简 使 方法 先 求 出 求 积 节点 心 * 非 线性 方程 组 44. 9) 就 变 成 线性 方程 组 64.8)》 ,此 
时 求 积 系数 4, 就 能 够 比较 容易 地 求 得 。 
定理 4.S$ 求 积 节 点 ri 人 一 0,1,2 0 是 Guass 点 的 充 要 条 件 是 ,以 这 些 点 为 吉 点 的 多 
项 式 


二 一 让 


与 任意 次 数 不 超 过 的 多 项 式 p(z) 均 正 交 ， 即 ， 
| pcozcodzr=o 


末 (z) 一 站 (cz 一 ze 


4.6.2 Legendgre 多 项 式 
Legendre 多 项 式 由 下 列表 达 式 定义 : 


也 一 上 
于 一 ] ,2 
| er ” 


2 好 上 则 全 ” 
从 定义 式 可 给 出 Legendre 多 项 式 的 前 几 项 ， 
并 中 宁 ) 一 上 


7 KZz) 一 Te(z) 一 于 (37 一 1] 


7s(z) 一 方 (5z2 一 37) Te(z) 一 走 (35 坟 一 20z2 十 3) 


Legendre 多 项 式 的 几 个 重要 性 质 如 下 : 
(1 在 区 则 [一 1,1] 上 ,= 次 Legendre 党 项 式 了 (rz) 与 任意 低 于 次 的 案 项 式 训 (CTr) 正 交 ， 部 


1 
| 丰 ( 二 7) 也 人 工 )Q 荆 一 站 
一 1 


(2) Legendre 密 项 式 所 有 的 术 在 [一 1,14 中 ,并 且 是 不 相同 的 实 根 。 
(3) 他 推 关系 为 : 


工人 《人 一 





2 一 ] 7 (zy 一 


赃 昌 





也 。 3 《 工 说 它 


4.6.3 Guass-Legendre 求 积 公式 


根据 Legendre 老 项 式 人 性 质 (1) ,可 以 取 Legendre 铬 项 式 的 堆 点 作为 求 积 节 点 来 构造 Gitass 
公式 。 这 种 求 积 方 法 就 称 为 Guass-Legendre 求 积 法 。 
例如 ,为 了 构造 3 后 Guass 公式 


| Fndzrs > 4FCri) 
可 取 3 次 Legendre 骆 项 式 志 (rz) 的 替 点 


贡 一 一 375， Ta 一 0， yj 一 w375 
作为 求 积 节点 。 令 求 积 公 式 对 于 大 2 一 re 都 准确 成 立 , 则 有 ， 
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| 
-1 


] 
了 LT 十 -sr Ha 一 | 了 由 一 收 
1 








上 
4z+4ze+4ar 一 | .7 一 273 
-1 


解 之 ,得 3 个 求 积 加 权 系 数 4,=579,4: 一 8/9,4:= 一 579, 最 后 得 到 3 点 (Guass 求 积 公式 为 : 


一 | 总 上 3 
epdrs 呈 /| -| 上 ro | 


如 果 区 间 Le 的 是 任意 的 , 则 需 通 过 如 下 变换 ， 


吾 一 站， 避 十 产 和 一 总 
5 E 十 7 中 工 一 3 
将 在 La ,54 上 的 积分 化 为 在 区 间 [ 一 1,1] 上 的 积分 , 即 ; 


而 站 一 + 1 
| epde “| 咱 2 一 全 | -- 和 | 0d: (4 28】 
同 一 _- 








,二 











于 是 ,在 区 同 Le, 间 上 的 两 点 Guass-Legendre 公式 为 : 


_ 凸 -一 上 呈 | 此 一 避 
[repazs 姑 。 |7 风 习 如 十 1| 性 2 十 4 


十 
2v3  “ 2v3  “ 


例 5.10 用 两 点 Cuass-Legepndre 公式 计算 | 2 sn | 


解 ,dz 全 3 5 访 + 去 | + 川 末 + 中 
ar or 7885989) ] 


一 172(0. 9925682 十 站 8995275) 一 口 , 9460478 
它 有 4 位 有 效 数 字 ( 精 确 值 为 0.9460831), 比 在 同样 条 件 于 用 变 步 长 简 形 法 的 结果 
(0. 9207357 精 麻 提 高 了 和 撤 客 。 

















本 章 主 要 讨论 数值 积分 的 几 种 常用 方法 。 这 些 方法 可 以 用 于 对 解析 定义 的 或 者 以 列表 形 
式 给 出 的 函数 的 积分 。 其 基本 准则 是 ,用 多 项 式 近似 原 函 数 , 再 用 该 多 项 式 的 积分 近似 原 函 数 
的 积分 .通过 对 节点 横 坐 标 做 划分 ,可 以 导出 许多 不 同 的 数值 积分 方法 .牛顿 - 柯 特 斯 公式 可 求 
等 上 距 划 分 ,而 高 斯 公式 就 不 训 求 等 距 划 分 。 牛 顿 - 柯 特 斯 公式 中 最 简单 的 求 积 公 式 是 梯形 求 积 
公式 ,该 方法 采用 的 是 对 被 积 函数 的 线性 各 近 .通过 逐步 二 分 方法 可 以 束 步 得 到 辛 浦 生 求 积 公 
式 一 柯 特 斯 求 积 公式 一 龙 贝 和 格 求 积 公 式 。 高 斯 求 积 公式 的 关键 在 于 构造 一 个 具有 了 两 个 未 知 数 
( 搬 值 节点 和 积分 加 梳 系 数 4b) 的 播 值 光 项 式 ， 

本 章 应 重点 掌握 的 内 容 为 ， 

(1)》 机 械 求 积 法 基本 原理 ; 

(2) 复 化 求 积 法 积 龙 贝 格 变 步 长 求 积 法 基本 原理 ; 

(3) 各 种 数值 积分 方法 的 应 用 条 件 和 计算 精度 ; 

(4) 高 斯 求 积 公 式 及 其 应 用 
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习 题 四 


4.] 用 复 化 梯形 求 积 法 计算 于 殉 积 分 (分 别 取 站 3.1.8.16) 1 
1) | aneceid 《2 | expceode { 全 | de 
4.2 用 挡 化 搁 形 法 求 下 列 相 分 (分 别 取 一 2 4 8.25.100)、 并 给 出 数值 积分 结果 与 精确 
结果 1 之 间 的 误差 。 
| sincr)dx 
4.3 图 复 化 梯形 法 计算 如 卞 程 分 ( 取 万 一 0 4.0.2;0.1): 
六 reoa 
其 中 ,被 积 函 数 .Ar 了 下面 的 表 辑 形式 给 出 : 


区 已, 遇 日 , 性- 了 日 疙 ,下 切 , 六 .6 间 . 7 : 





4, 丰 用 4.3 题 的 数据 ,并 采用 万 一 0.2u 1 的 梯形 法 积分 结 朱 进行 二 贝 格 积分, 以 求 得 更 
精确 的 积分 值 。 
4.5 现 给 出 表 男 数 如 于 : 








Cr 0.9162 0.8109 0.6931 05596 0.4055 
(1) 用 揽 化 梯形 求 积 法 计算 于 面积 分 (取石 一 0. 25,0.5): 
一 | /zydz 
(2) 在 人 1) 结果 的 基础 上 进行 龙 贝 将 积分 , 求 得 更 精确 的 积分 值 。 
4.6 导出 下 列 三 种 紫 形 公 吉 的 余 项 : 
《1) | repdzs -ay 


【2 上 rcpdzse 一 7) 


(3) | repaz<e-a | 


4.7 比 较 分 别 用 梯形 公式 ,两 点 高 斯 公式 .辛普森 公式 和 三 点 高 斯 公式 计算 下 列 积分 的 
精度 : 
| vsdz 


8 看 一 总 
二 


4 8 时 出 梯形 公 丈 | (zydzs| 5 
4.9 设 定 积分 | ，V 了 dz, 试用 样 形 公式 ,辛普森 公式 和 柯 特 斯 公式 进行 数值 积分 ,并 与 


| 
而， 


精确 值 进行 比 吏 。 





[Fe 十 7 人 的 佘 项 。 
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4. 10 分 别 玫 下 列 方法 计算 积分 | crdz, 要 求 准确 到 10-*， 
《1 复 化 梯形 法 ; 《2) 所 化 首 普 森 法 : 《3) 龙 帆 糙 算 法 。 
4.11 计算 积分 全 : 


《1) 用 梯形 公式 .Simpson 公式 分 别 计算 | 3zzdz 的 值 ; 

(2) 将 区 间 [0,1] 分 成 2 等 分 后 ,再 用 梯形 公式 、Simpson 公式 分 别 计算 | 3zsdz 的 
慎 ; 

(3) 将 区 则 [0,1] 分 成 3,4,8 等 分 后 ,再 用 梯形 公式 计算 | 3zzdx 的 值 。 

(4) 通过 上 述 计算 ,给 出 你 的 结论 。 





单 微 分 方程 的 数值 解法 





5.1 引 | 言 


在 工程 实际 问题 中 ,数学 模型 通常 会 有 各 种 表达 形式 , 常 微分 方程 就 是 其 中 常见 的 一 种 ， 
这 祥 ,通过 解 徽 分 方程 就 能 得 到 实际 阿 题 数学 模型 的 解 。 然 而 ,用 解析 法 一 般 只 能 求 得 某 些 类 
型 微分 方程 的 解 而 不 能 得 到 所 有 微分 方程 的 解 。 例 如 
必 =e reE[o,l1] 
yf0) 一 ] 
等 ,是 难以 用 解析 法 得 到 其 解 的 。 因 此 ,应 用 数值 方法 解 微 分 方程 是 很 重要 的 方法 。 
本 章 主 要 讨论 一 阶 常 微分 方程 韧 值 问题 的 数值 解法 , 即 对 于 要 求解 的 函数 ?=y(Cz)y, 已 知 
其 一 阶 导 数 和 初始 条 件 : 
忆 一 扩 Ty) 工人 [La ,起 
了 (人 E0 一 匣 
研究 如 何 使 用 数值 方法 得 到 该 微分 方程 的 解 。 
所 谓 微 分 方程 初 值 阿 题 的 数值 解法 ,就 是 将 一 个 连续 的 微分 方程 初 值 癌 题 转化 为 一 个 离 
散 的 郑 分 方程 初 值 问题 ,然后 通过 解 差 分 方程 而 获得 其 数值 解 。 即 ,对 自 变量 的 一 系列 离散 节 
扣 2t 人 二 0,1， 2 计算 出 其 精 请 解 y(zi) 的 近似 值 六 人 直 一 12 其 中 因 是 准 
确 值 ? 从 而 得 到 函数 y 一 yz) 的 近似 数值 解 人 (一 1,2, 9 …) ,如 表 5.1 所 未 。 
表 $.1 函数 ?一 Pr) 在 离散 节点 的 函数 值 


加 到 一 本 者 本 30 国 0 
近 们 什 二 


习 0 空 1 | 
1 JJ 1 
准确 值 (zsr) 0 是 玫 人 ) 


注 : 表 中 是 准确 值 (初始 值 ) 。 
关于 微分 方程 解 的 存在 性 与 惟一 性 ,有 下 面 的 定理 ; 
定理 5$.1 对 于 一 院 常 微分 方程 初 值 癌 题 : 
人 一 Fry) ZE [ap 
Fo 一 Jo 
如 条 jz,y) 对 了 连续 ,是 关 于 y 满足 Lipschitz( 李 普 希 兹 ) 条 件 , 即 存在 常 教 二 >0, 使 得 
| zy 一 Fr 委 工 | 一 因 | 
对 所 有 xzE [ao 以 及 任 向 实数 六 ,ye 均 成 立 , 则 初 值 问 题 在 [e ,所 上 有 惟一 解 。 
下 而 将 全 次 讨论 Euler 方法 .四 阶 Runge-EKutta 方法 以 及 一 附 玉 高 阶 微分 方程 组 的 解法 。 


【 吕 ， 1》 









离散 节 戌 必 





1 ， 数 俯 计算 方法 (MATLAB 语言 版 ) 


5.2 Euler( 欧 拉 ) 方 法 


将 德 分 方程 (5. 1) 转 化 成 差分 方程 ,有 儿 何 方法 .数值 微分 .数值 积分 和 了 aylor( 泰 勒 ) 展 开 
法 等 数值 方法 ,这 些 方法 将 在 推导 微分 方程 的 各 种 数值 解法 时 得 到 具 蛋 运用 。 


S.2.1 显 式 Euler 格式 


从 导数 的 定 艾 可 知 ， 当 步 长 站 一 工 由 1 一 十 一 阁 时 .有 : 
Ay 站 (十 入 站 一 了 CT CTo+ 一 了 (7 


| yy 1 
?了 《71 人 疙 天 xi 乓 了 一 工 ， (3 21 


(5. 2) 式 右边 是 导数 的 近似 善 商 表示 .因此 ,如 采用 疝 前 差 商 .向 后 善 商 和 中 心 差 商 分 别 代替 微 
分 方程 465. 1? 中 的 导数 项 yY (4zr), 则 可 相应 地 导出 Euler 方法 的 各 种 格式 。 


1. 显 式 Euler 格式 


若 用 在 r, 点 的 向 前 差 商 粒 2 二 2 代 赫 微分 方程 (5. 1) 的 导数 项 Y (zx,), 当 A 一 ri 一 
.很 小 时 9? 则 有 3 
和 一 FTC 


y(Crn+rD 一 2CTre] 十 矶 六 Toyy(zn)) 
若 将 y(z 几 的 近似 值 内 代 大 上 式 右 端 , 并 将 计算 结果 记 为 办 rt* 则 有 : 
3 一 妨 十 丰 六 了) 【一 [1 2) 《5, 3) 
这 样 就 得 到 了 yzrs+o 近 似 值 ”+ 的 递 推 格式 , 即 所 谓 的 显 式 Euler 格式 。 
若 给 出 初始 条 件 yxzo)? 一 和 * 则 按 旧 (5. 3? 式 可 逐步 算出 为, 即 : 
镶 一 其 十 下 一 加 十 丰 六 To yp) 
姑 一 加 十 站 Fr) 


芒 一 加 -1 十 户 六 To3r_1 
这 样 就 得 到 了 图 数 y= 一 yz 在 离散 节点 的 琐 数 近似 值 。 
显 式 Euler 格式 也 可 以 用 Taylor 展开 法 得 到 。 
将 函数 ?= 一) 在 zi+i 点 的 值 y(zri 展 开 为 关于 zu 点 的 Taylor 级 数 , 即 ; 


2 
KTCTD 十 页 久 Cr 十 二 yw(e) ET 


略 去 余 项 ,得 : 
Cr 十 站 YY CT) 一 Cr 十 丰 丰 区) 
ye 用 近似 值 m 代替 .就 得 到 yz+ro 的 近似 值 y+ 部: 
HH1 一 旭 十 万 让-y》 
上 式 就 是 显 式 Euler 格式 。 


2， 显 式 Euler 格式 的 截断 误差 
为 了 确定 显 式 Euler 格式 的 计算 误 善 , 先 引 人 微分 方程 数值 解法 的 整体 截断 误差 和 局 部 
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截断 误 葡 的 概念 。 
定义 5.1 在 以 某 种 数值 方法 求解 满足 Lipsehitz 条 件 的 微分 方程 645. 1) 时, 如果 产 生 惟 - 
的 通 近 序列 4 入 则 称 误 差 瓦 ,一 yo 一 和 一 0,1.2. .AN) 为 该 数值 方法 的 整体 截断 襄 盖 。 
定 尺 5 2 在 假设 是 准确 的 即 %= Yes) 前 提 下 , 称 用 某 种 数值 方法 计算 w+ 的 误差 e+ 
一 ?fr 一 和 为 该 数值 方法 在 计算 ys+: 时 的 局 部 裁 断 误差 。 
定 兴 $.3 若 某 种 数值 方法 的 局 部 截断 误差 为 DA D) , 则 称 该 数值 方法 的 阶 数 为 
显 式 Euler 公式 产生 的 局 部 截断 误差 可 以 用 Tayjer 级 数 分 析 。 
假设 六 =Yz 轨 将 函数 一 ?Cr 在 zl 点 的 解析 值 yzs+) 展 开 为 关于 点 的 Taylor 级 煞 ， 


下 《证 介 一 3 十 RaCr) 十 乞 y(e)， LT Te+1 
如 3 二 其 十 帮 FCTro》 一 了 [十 丰 站 Croy go) 一 中 (CT 十 用 人 
两 式 相 减 , 得 : 
(rsD 一 we 一 生 六 (一 OO 

可 见 , 显 式 Euler 格式 只 有 一 阶 精度 ,其 局 部 截断 误差 与 步 长 的 平方 成 正比 。 虽 然 局 部 截 
断 误差 随 着 计算 步 距 站 的 减 小 而 减 小 ,但 是 产 过 小 并 不 利于 计算 精度 ,因为 步 眠 减 小 之 后 , 计 
算 次 数 会 增加 ,必然 导致 舍 人 误差 的 增加 。 当 舍 人 误差 不 可 忽视 时 ,计算 就 可 能 出 现 不 稳定 现 
象 或 者 出 现 结果 发 散 现 象 。 


3. 显 式 Euler 格式 的 几何 意 尽 


从 几何 上 看 ,yzr) 一 六 zy 相当 于 在 zy 平面 上 规定 了 一 个 方 问 场 。 风 7 = 人 一 3072 为 
例 , 作 出 其 在 矩形 区 域 丸 一 (zy):0 委 二 5,0S:y 委 4 的 方 回 场 , 如 图 5. 1 所 示 。 如 果 ?(0) 一 1， 
则 yz) 一 3 呈 一 2 十 xz 如果 y(0) 王 4, 则 yz) 一 6 一 2 十 r。 从 图 中 可 以 看 出 ,曲线 在 每 一 点 
的 切线 和 方向 场 的 方向 相同 。 





~ 证 
. 必 5 1 1.5 > ao5 3.0 


力 5.1 攻 分 方程 的 方向 二 图 5.2 Euler 格式 的 几何 意义 
可 见 , 从 点 (reyyo) 开 好 ,用 该 点 的 斜率 帮 Caxoy 加 和 步 长 有 可 以 得 到 点 (Co 六 》, 接 着 用 点 
《3 的 斜率 六 mi 7? 和 步 长 可 以 得 到 点 (zsyyz), 照 此 做 下 去 ,可 以 得 到 更 狗 的 点 (za 加》， 
(Ti …。 这 些 点 组 成 了 一 条 折线 , 它 与 解 曲线 并 不 重合 (点 Croyy) 出 外 ), 是 解 曲 线 的 近 
似 , 如 较 5.2 所 示 。 
例 S$.1 用 显 式 Euler 格式 求解 初 值 问题 : 
， 2 工 
= 一， < T< 1 


YIO00 一 ] 


。 六， 数值 计算 方 装 LMATLAB 语言 版 ) 





和 解 ”对 此 问题 显 式 Euler 格式 的 具体 形式 为 : 
二 一 


取 A=0.1, 计 算 结 果 列 于 表 5.2 中 。 
开 52 例 531 题 的 求解 结果 





流 微 分 方程 的 解析 解 为 y= vi 十 2r。 为 了 对 比 , 将 精确 值 y(zr,) 也 列 人 表 5,2 中 。 可 以 看 
出 显 式 Euter 格式 精度 比较 低 ,其 计算 结果 只 有 2 位 有 效 数 字 。 

例 5.2 设 有 质量 为 W=70kg 的 重 物 从 识 空 垂直 落下 ,假设 初始 时 刻 的 垂直 速度 为 0。 空 
气 胆 力 为 忆 .一 Co ,其 中 ,常数 C 一 0. 27kg/mw 为 垂直 速度 ,向 下 方向 为 正 。 试 写 出 该 重 物 的 
速度 表达 式 . 并 天 出 +S 拓 20* 的 解 的 图 形 。 取 积分 步 长 上 一 0. 15。 

解 由 牛顿 第 二 定理 可 知 , 力 的 平衡 方程 式 如 下 ， 
册立 人) 








计 一 一 下 十 Ba 了 
可 改 号 为 ， 
工 思 -一 (0)=0 
或 一 Fo 一 一 节 oz 二 8 和 人) 一 曲 


人 Euler 格式 ): 
一 二 | 一品 才 :Te uC0) 一 0 


其 速度 与 时 间 的 关系 如 图 5.3 所 示 , 而 求 60 
解 该 方程 的 MATLAB 程序 如 下 : 

Cjearyel 

(一 0 275M 一 70 

cin 一 人 7M ; 

区 一 日 .各 ; 

tn 一 心 ，vyn 一 站 ; 

Ph 一 0. 1! 

吕 一 已 ; 

wbiie tn< 一 20 
va 一 vn 十 hx*(-cimnxwvn ”2 十 g)5 
tn 一 tn 十 hi 


3 必 


velocity 【myAsy 
心 忆 世 3 中 
二 外 


mm 
芯 


5 


5 ] 35 20 2 


titme rs ) 


困 s3 落体 妹 度 和 时 间 的 关系 
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amd 
plot [0 了 ,LDO 
Xiabel ftimefs》) 


ylabel CC velocity 【mysy 》 


5s.2.2 隐 式 了 Euler 格式 


1. 人 隐 式 Euler 格式 


若 用 在 ,+; 点 (不 是 在 坊 点 ) 的 向 后 差 商业 2 一 22 代 夫 微分 方程 (5. 1) 的 导数 项 y 


《了 1 当 不 二 了 十 1 一 工 很 小 时 + 则 有 ， 


2 一 Frrty(zes) 


这 样 可 得 : 
加 和 一 其 十 RFCzsty) (Cn 一 0 1.2.…) [5. 41 
由 于 等 式 的 两 半 都 同时 有 w+i, 故 称 为 隐 式 Euler 祝 式 。 
隐 式 Euler 格式 也 只 有 一 阶 精 度 , 但 数值 稳定 性 比 显 式 Euler 格式 要 好 。 通 常 采 用 选 代 法 
(逐次 代 换 法 ) 来 求解 ,使 其 逐步 显 式 化 。 该 方法 的 优点 是 :中 绝对 稳定 :@@ 如 果 解 析 解 为 正 , 则 
可 以 保证 计算 结果 (数值 解 ) 也 为 正 。 


2. 预报 -校正 法 


如 果 导 画 数 为 Ar,37) 王 多 ?十 ?或 六 rr 2 一 ?2，2z) 等 形式 时 , 则 该 徽 分 方程 的 隐 式 
Euler 格式 可 以 转化 为 显 式 Euler 格式 。 即 : 


由 加 + 一 加 十 由 Fr + 一 加 十 下 LazrD 十 + 
得 名 4 一 [人 十 有 PC C 一 下 》 

或 of 一 因 十 站 厂 二 1 4 惫 + 一 加 十 中 L + ” 9zo+l)j 
得 + 一 ny [1 一 站。 殉 e+ 


但 在 一 般 情 况 下 ,要 应 用 隐 式 Euter 格式 ,应 该 采用 预报 -校正 法 。 即 ， 
先 用 显 式 Euwler 格式 预报 w+*:+* 得 到 近似 值 


区 + 十 ARFCrz) (一 0 1 2 ) 《5. 5a》 
再 用 隐 趟 Euler 格式 校正 w+i, 得 到 较为 准确 的 值 ; 
一 期 十 丰产 1 TD 【《 瑟 一 曲 ,]1 2， " 改 5。 5b > 


(5. 5? 式 称 为 预报 -校正 法 公 趟 。 
sS.2.3 两 步 EBualer 格式 


为 了 提高 精度 , 改 用 在 r, 点 的 中 心 关 商 [yz 一 yCr ij 代替 微分 方程 65. 1) 即 
Y zi 一 zyCz) 中 的 导数 项 ,得 ; 


。 0 ， 数值 计算 片 法 (MATLAN 语音 生 ， 


4 十 2 《5 与) 
这 就 是 两 纱 Fufcer 格式 .在 计算 w+ 时 . 需 昌 调用 前 两 雇 的 计算 结果 和 和 和 和。 
商 步 Puler 格式 的 局 吝 截 断 误 差 是 : 设 六 ?301 一 ytCr 1): 则 有 ， 
一 TFT》 十 2 2 
将 yy 一 yc 在 .0 利 .r。 ;点 的 交 数 值 yCr yy 和 >(r。 展开 为 关于 点 的 Taylor 级 数 


历 : 在 
ro 一 让 上 (7w) 十 了 《8 Fa Toa1l 


Cr 1 二 (一 且 Cn) 十 贡 光 Cr 一 全 人 ea) 了 TOEc 
两 式 相 减 , 得 ， 
各 1 一 y(r 十 28y Cr) 十 生 yw(e)， JP TEST 二 1 
故 局 部 截断 误差 为 ， 
(rs 一 oh 一 人 (9 一 OO 
可 见 精度 提高 了 , 即 两 步 Euler 格式 具有 二 阶 精 度 。 
s.2.4 改进 的 Euler 格式 


1. 梯形 格式 


现 用 数值 积分 的 方法 求解 微分 方程 (45. 1)。 
将 方程 了 一 上 ( ,3 的 两 端 失 z 到 ze+i 积 分 ， 得 ， 


| 有” ydz=| FryyCzy]dz 


yGre) 一 ?(Czo0 一 | ”ALriyCr)]dz 【5 了》 


只 要 计算 出 (5.7) 式 中 的 积分 项 ,就 能 得 到 y(zr,+)。 若 了 用 数值 积分 的 梯形 公式 , 则 有 : 
| ”Arz,ykz?]dz 涯 方 ALFCzy(z)) 十 /Crsshvy(xosi)] 


全 了 APGzsy) 十 Frshywt 
将 其 代 人 (5.7)? 式 ,就 得 到 y(Czori)y 的 近似 值 思 +， 即 : 
ri 十 地 ALACrsyyo 十 FCzorhyriD] (5.8) 
称 (5.8) 式 为 榜 形 格式 。 可 以 看 出 ,梯形 格式 实际 上 是 显 式 Euler 格式 和 隐 式 Euler 格式 的 算术 
平均 值 。 要 使 用 该 公式 ,同样 需要 将 公式 进行 显 式 化 。 
2， 改 进 的 Euer 格式 


采用 了 预报 一 校正 方法 ,可 将 梯形 公式 显 式 化 。 即 先 用 一 个 简单 的 格式 求 得 一 个 初步 的 近似 
值 , 称 为 预报 值 :再 用 另 一 种 格式 进行 校正 ,得 到 较为 精确 的 校正 值 。 如 果 用 显 式 Euler 格式 进 
行 预报 ,用 隐 式 梯形 格式 进行 校正 , 则 可 得 ， 

斋 报 3 一作 十 Ar 
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校正 yt 一 加 上 了 hCG 1 AL 
写成 颈 套 形式 为 : 
yi 一 十 ELACrso) 十 Cr 二 AAGry] 
为 便于 计算 ,可 用 平均 化 形式 表示 为 ， 
二 十 用 站 ro 


冰 一 如 十 上 六 (Troy 【5 信 ) 


1 
3 二 1 一 人 《yn 十 六) 


3. 改进 的 Euler 格式 的 截断 误差 


改进 的 Euler 格式 的 截断 误 善 为 如 人生)。 
将 15. 9) 式 改写 为 : 


Jan 二 1 一 多 十 到 〔 呈 。 十 呈 . ) 


rr yy) 《5 10) 


开 一 了 (CT +19 ye 十 由 直 ，) 
其 几何 意 浆 才 分 明显 :用 在 二 氮 的 斜率 刀 推 莽 出 +， 摧 计算 出 在 zi 点 的 疼 率 刀 , 用 名 和 到 构 
成 的 平均 斜率 (可 以 减 小 单独 使 用 睛 和 万 的 偏差 ) 伐 人 Eualer 格式 ,最 后 计算 出 +l1。 即 ， 
帮 二 了 (CTn) 
下 一 六 TH 十 下 站 了 一 站 十 下 十 只 W()) 
将 起 右 庄 在 点 (zy%) 处 展开 为 Taytor 级 数 , 即 : 
直 一 六 Tea 十 下。 六 ( 人 ra 区) 十 几 W CT 。 访 Cr 十 加 [2 
而 页， 矿 人 rryn) 十 丰 ， 扩 人》 r3 一 由 六 (zy 一 大 。 (re) 
故 中 一 (Ts 十 此 7 十 全 (2 一 放 (r 十 站 (十 站 (2 
再 将 占 和 到 代 大 3 一 加 十 三 十 二)72 中 ,有 : 


ri 一 罗 十 训 R( 如 十 下 ) 一 y(zs) 十 于 AL23 (zo) 十 9"(r) 十 OCR2] 


yz 十 by (ro) 十 二 和 (rn) 十 款 O(A) 
将 CTaTi ) 在 点 【了 3 处 展开 为 Taylor 级 数 和 即 : 
TD 十 下 3》 一 TCD) 十 下 六 人) 十 寺 A3ACz) 十 总 5 


所 网 yz 一 一 二 Dohs) 


机 
因此 ,改进 的 Euler 斤 式 的 精度 为 2 阶 。 
例 s5.3 用 改进 的 Euler 格式 求解 初 值 问题 
于 一 了 一 2 0D<<] 
AD 一 1 
解 ”对 此 问题 改进 的 Euler 格式 的 具体 形式 为 : 
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um- -mu 


3 一 久 十 站 (yn 一 2 
-perrareoorshEo-antop 


Jof+1 一 172C3 十 和) 
取 A 二 0, 1 ,计算 结果 列 于 表 5. 3 中 (为 了 对 比 ,精确 值 yy 也 列 人 表 中 )， 
灾 5. 3 例 S5 3 的 计算 结果 





和 彰显 式 Euler 和 烙 式 相 比 ,精度 明显 地 改善 了 , 它 员 有 3 位 有 效 数 字 。 


5.3 Runge-Knutta( 龙 格 - 库 塔 ) 方 法 


南 5.2 节 内 容 可 知 ,Euler 方法 有 各 种 格式 ,但 其 精度 最 高 不 超过 2 阶 ,一 般 难 以 满足 实际 
计算 的 精度 要求 。 因 此 ,有 必要 构造 精度 更 高 的 数值 计算 公式 求解 微分 方程 .Runge-Kutta 方 
法 就 是 一 种 高 精度 的 经 典 的 解 常 微分 方程 的 单 步 方 法 。 


5. 3.1 Runge-Kutta 方法 的 基本 思想 


对 于 两 数 ?一 y(Cz), 设 加 一 30z) 将 ?ro 在 点 如 处 展开 为 Taylor 级 数 : 
名 一 是 人 十 下 W(E) Te E< 1] 
利用 y (xzr) 一 六 zyy) 可 得 : 
中 《FEe+1y 一 外耳 十 点 六 下 KR) 《5. 11》 
其 中 ,ste) 为 区 间 {(zzrri 上 的 平均 斜率 , 记 为 &" 。 因 此 ,只 笋 能 设法 提供 一 种 算法 求 得 
,就 可 相应 地 导出 一 种 计算 格式 。 
回顾 一 咎 前面 所 讲 的 Euler 方法 可 知 ; 
兰 取 z 点 处 的 斜率 如 王 .xy 加 ?作为 下 ， 则 可 得 到 显 式 Euler 格式 ,但 只 有 一 阶 精度 ; 
若 取 Yu 和 zi 现 点 处 的 疼 率 & 一 大 (Toy 和 下: 一 三 1 Ju 十 大 到 ) 的 算术 平均 值 作 为 平均 
矢 率 , 即 二 "一 (十 上 )/2, 则 得 到 改进 的 Euter 格式 , 则 有 二 阶 精度 。 
由 此 推 而 广 之 ,如 果 设 法 在 区 间 {zv,zs+i) 内 取 若 千 个 点 的 斜率 ,然后 将 它们 加 权 平 均 作 
为 平均 斜率 &" , 则 可 以 构造 一 种 县 有 更 高 精度 的 计算 铬 式 , 这 就 是 Runge-Kutta 方法 的 基本 思 


5.3.2 二 阶 Runge- 疏 utta 格式 


在 改进 的 Euler 略 式 的 基础 上 加 以 焉 改 , 即 在 区 间 [z,,r,+ 中 内 , 除 z 外 再 取 区 间 中 任 一 点 
PP, 则 有 ; 
了 e+ 一 节 十 六 有 0< 户 <:1 
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取 了, 和 .+ 两 点 处 的 斜率 刀 和 各 加 权 平 均 作 为 平均 斜率 产 " , 即 : 
中 "一 〔【 工 一 作 ) 下 十. 下 上 为 竺 定 系 数 


这 样 构 造 出 的 计算 格式 为 : 
加 二 其 十 丰 [ 人 一 下 晤 十 大 《5 23 
其 中 
到 一 扩 (Try 加 ) 《5.12b》 
开 一 了 CT on 十 广 站 二 1 【5. 12c 


5. 12) 式 称 为 二 阶 的 Runge-Kutta 格式 ,其 中 疡 ,4 为 待定 参数 。 在 确定 产 4 的 同时 ,使 二 阶 
Runge-Kutta 格式 具有 较 高 的 精度 ,具体 推导 如 下 ， 
根据 假设 六 一 yzr) ,有 : 
丰 一 (Tryo) 一 了 Cr 
有 一 随 ( fi 轴 十 声 有 1 一 天 (rr 十 疡 十 志和 大) 
将 睛 右 疹 在 点 (zy 处 展开 为 Taylor 级 数 : 
不 一 了 (Cry 十 区 六 (zy 加 ) 二 六 Cr， 方士 人 (下 人 
而 衣 由。 太 F 十 放 站， 凡 ( 人 CTryyey 一 户 有 ， (Ti 一 六 天。 (dr 
故 并 一 天 (zy 了 十 下 让 十 全 (一 训 ( 定 十 疡 让 (2 十 加 (下 
将 所 和 和 起 代 人 + 一 加 十 站 1L 一 驴友 十 类 中, 有: 
Jodi 一 苔 十 直人 一 她 起 十 破 :] 
一 yz 十 直人 一 人 《十 让 WEr 十 4 下 (CT 十 ACTCR2)] 
和 1 一 十 用 W(Cz) 十 由 疡 2 十 ACTCR) 
再 将 yz 在 点 (Czoy) 处 展开 为 Taylor 级 数 ， 


yz 二 十 向 一 yCr 十 Ar (z) 十 于 3A(z) 十 OA) 
比较 两 式 ,得 ， 


FT 一 41 一 于 如一 1] (rr 一 JR 


因此 , 当 
4 为 一 172 
时 ,二 和 阶 Runge-Kutta 格式 具有 为 2 阶 精 度 。 可见 二 阶 Runge-Kutta 格式 有 很 多 具体 形式 : 
若 取 ) 一 172,2 一 1, 则 可 得 改进 的 Euler 格式 ; 
特权 4 一 374,p 一 273, 则 可 得 Heun( 休 恩 ) 桔 式 : 
若 取 1 一 1, 一 172, 则 可 得 变形 的 Euler 格式 , 即 中 点 格式 : 
]o+1 一 加 十 具 二 : 
下 一 矿工 。 9 jn 


| 
= 咱 必 a 十 ]22 ,十 瑟 太 | 


s.3.3 四 阶 Runge-Kutta 格式 


在 区 间 [Lzoz,rij 内 ,使 用 两 个 不 同 的 点 可 以 枸 造 出 二 阶 Runge- 区 utta 格式 。 依 此 规律 ,在 
区 向 Lzz+i] 内 , 取 3 个 不 同 的 点 可 以 档 造 出 三 和 阶 Runge-Kutta 格式 ; 取 4 个 不 同 的 点 可 以 构 
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造 出 四 阶 Runge-Kutta 略 式 。 对 此 可 了 以 加 以 证 明 ， 存 实际 中 ,应 用 最 广泛 的 是 四 阶 经 典 的 
Runge- 和 utta 格式 : 


JJ 二 十 《 如 十 2 十 2 十 吓 ，》 
下 | 一 拓 (.T 4 30 


， 厂 
尼 一 /本 :ae 十 到 人 《 六. 圭 呈 》 


台 a 一 上 
太 一 了 (Ta yn 十 内 到 3 ) 
四 阶 Runge- 攻 utta 方法 的 优点 如 下 : 
(1) 它 是 一 种 高 精度 的 单 步 法 ,可 达 四 阶 精 度 品 (大 
《2) 数值 稳定 性 较 好 
(3) 只 需 知道 一 阶 导数 ,无 需 明 确定 浆 或 计算 其 他 高 阶 导 数 ; 
《4) 只 需 给 出 六 束 能 计算 出 + 所 以 能 够 自 局 动 ; 
(5) 编程 容易 。 由 于 有 这 些 优 点 ,所 以 应 用 非常 广泛 。 
四 阶 有 Runge- 攻 utta 法 除 和 又 缆 的 格式 外 ,还 有 其 他 的 格式 ， 例 如 ， 
[1) Kutia 格式 : 


办 
Te 加 十 二 如 | 





.n+1 一 包 十 羡 ( 十 3 十 3 十 开 
中 一 子 (r 本 


攻 
下: 一 下 me 二 13 ,十 与 | 





丘 
有 一 了 aas 一 号 如 十 hj 


开 一 并 + 加 十 下 丰 一 友 十 天 丰 3 ) 





(2) G 册 格式， 
rt 十 生 ( 让 十 (2 一 ww 2 和 十 (2 十 2 7 下 十 二 
太一 六 (rayyo) 
有 一 | say3 十 训 有 有 


二 十 1 3 十 “2 一 工 +2 一 六 2 


下 一 1 ,一 二 2 于) 


例 5.4 取 步 长 A 一 0.2, 用 四 阶 Runge-Kutta 格式 求解 下 列 初 值 阿 题 ， 
多 一 y 一 2r/y 0<cr<c 

3(02 一 ] 

解 ”对 此 问题 ,四 阶 Runge-Kutta 格式 具体 形式 为 ， 








友 5 一 了 了 天， 
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贞 
iTT 一 了 + 再 ( 才 2 十.2 -条 直 ，) 


中 

开 

2 

_ 站 12 十 放 2 大 1 2rr 十 直 
各 一 | 六 十 下 | 一 放生 7 二 一 | 水 十 于 人 一 让 下 

加 再 一 2 十 W 2 -| 下 | 227, 十 
久 一 | > 二 ja| 风 汗 碳 /2 阅 ， 0 | yy 十 下 72 本 天， 
外 (十 Ai 一 二 2 


计算 结果 列 于 表 5. 4 中 ( 表 中 y(z,) 为 精确 值 )， 
琳 5.<4 例 5.4 的 计算 结果 


2 


Lo 
1. 白 125 
] .7321 


与 改进 的 Euler 格式 相 比 ,其 精度 显然 更 商 , 它 具有 5 位 有 效 数 字 。 虽然 表面 上 看 计算 量 较 
改进 的 Eujer 格式 大 1 售 , 但 由 于 计算 步 长 也 加 大 了 1 人情 , 所 以 耗费 的 计算 量 几 平 是 一 样 的 。 

在 MATILAB 语言 中 ,有 专门 解 微 分 方程 的 功能 函数 ,使 用 十 分 方便 。 采 用 四 阴 . 五 阶 
Rungco-Kutta 格式 解 微分 方程 的 本 数 是 ode45, 其 典型 的 调用 格式 为 

[T,Y]=oded45(F' ,TSPAN,Y0) 

其 中 定义 微分 方程 的 形式 光一 PCy) ,TSPAN 一 [T0,TFINAL] 表 未 积分 区 间 从 T0 
到 TFINAI,YO 为 初 值 ,LT,Y 为 计算 结果 的 返回 值 。 

例 5.5 取 步 长 上 一 0. 1 和 一 0.001 ,用 显 式 Euler 格式 .改进 的 Euler 格式 和 四 阶 及 unge- 
Kutta 格式 求解 下 列 初 值 问题 : 





上 0<zecc 1 


y(O02 一 ] 
用 Matlab 语言 编程 计算 ,将 计算 结果 绘 成 画 数 图 形 进行 比较 。 
解 MATIAR 程序 如 下 : 
] 
Clear 
为 “ 显 式 Euter 格式 : 
Clear 
xf 一 DY 一 1 
jh 一 0. 1 1; 
口 一 心 ; 
for j 王 1;50 
mm 一口 十 1; 
yn 十 1 一 ytny 十 hx (yfa)-2xxfn)Avtn)yy; 
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xtn 十 1) 一 xftn) 十 hi; 


习 叶 
plaot (X yy T 》 
XIabel 全 X 7 


yabel (7 一 7(CXK》 ) 
text (xft20)Y307》，cotmeulerl FontSize [8]) 
holqd on 
改进 的 Euler 格式 ， 
clear 
XITyDryti 一 ] 
一 0 ] ; 
口 一 总 ; 
for ] 一 1 :50 
n 一 mn 十 1; 
ybp 一 yfn) 十 hxfyfn)-2xxfnyryrtnDy7， 
ye 一 yfny? 十 hx (yp-2x(xfn) 十 hyp)， 
yn 十 1 一 (ye 十 yp)A23 
Xtn 十 1 一 xn 十 hi 
en 
plot 《xyyy， my ) 
text 《xfK4277(50777comeuter3' FontSize' ,[8]) 
hold on 
四 阶 及 unge- 玫 utta 格式 ; 
clear 
KE 一 由 iT 一 ]; 
和 一 沪 , ] ; 
力 一 属 ; 
for ] 一 :50 
nm 一 m 十 1; 
k1 一 ytn)-2xxfnyAyfnyt 
k2 一 yn 十 hxkE172-2x#(xtny 十 h7277CrCny 十 hrktA2y; 
k3 一 tn 十 hxk272-2+(xfn) 十 h727AC7Cny 十 xik2A27 
k4 一 yYfny 十 FE3-2 xny 十 htn7 十 hk3S》 
ytn 十 1 一 yYkn) 十 hxr(kl 十 2 关 k2 十 2<K3 十 K4776， 
xn 十 1 一 xfKny 十 hi 
eTiaq 
piot (xyyy'b' 
text (xftd5)5 yt502 十 0.5， ceomrt' ,FontSize' [8]) 
hold on 


了 
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X 一 0 5:5 十 ] 
9 一 SQYtKC1 十 2 闪光) 
Blot (xy o'》 
计算 结果 绘 于 图 5,. 4 和 图 5,.5 中 。 解 析 解 以 'o" 的 形式 标示 在 图 中 。 可见 , 减 小 步 长 有 利于 
提高 计算 精度 ,但 是 , 随 著 求解 节点 远离 初始 点 ,Euler 格式 计算 的 结果 越 来 越 伪 离 精确 解 , 而 
四 阶 Runge- 长 utta 格式 仍然 具有 较 好 的 计算 精度 。 


下 一 属 , 】 丰 关 站 .人 0] 


comeuler 1 
coOrmeuler 3 5 


一 3 过] 





图 5 4 Ah== 人 .1 计算 千 果 图 5.5 上 一 四 001 计算 结果 
征 要 说 明 的 是 ,Runge-Kutta 法 是 基于 Taylor 级 数 展开 方法 得 到 的 。 因 此, 要求 所 得 到 的 
解 具有 较 好 的 光滑 性 ,将 则 ,用 四 阶 Runge-Kutta 格式 所 得 的 数值 解 , 精 虞 反而 不 如 收 进 的 
Euler 格式 。 使 用 时 ,应 针对 具体 问题 加 以 分 析 ,选择 恰 当 的 算法 。 


S. 3.4 变 步 长 Runge-Kutta 方法 


在 常 微 分 方程 的 数值 解法 中 存在 一 个 惟 当 选取 步 长 的 问题 。 虽 然 Runge-Kutta 方法 的 计 
算 精 度 较 高 ,可 以 允许 选择 较 大 的 步 长 ,但 步 长 太 大 会 导致 解 的 不 稳定 :而 步 长 太 小 又 会 增加 
计算 量 和 导致 舍 人 误差 严重 积累 。 国 此 ,如 果 设 计 一 种 可 以 改变 积分 步 长 的 算法 ,在 函数 值 变 
化 缓慢 的 区 间 采 用 较 大 步 长 ,而 在 函数 值 变化 快 的 区 间 采 用 较 小 步 长 ,问题 就 能 得 到 有 效 解 
决 。 下 而 以 Runge-Kutta 格式 为 例 , 描 述 变 步 长 方法 的 算法 。 即 ， 

(1) 共 节 点 和 出 发 ,以 产 为 步 长 , 求 得 一 个 近似 值 , 记 为 3 

(2》 将 步 长 折 半 大 一 /2 以 步 长 天 计算 两 步 ,又 求 得 一 个 近似 值 , 记 为 yy; 

《3) 计算 和 一 3 咎 一 3 

4》 对 于 给 定 的 精度 0<<es<e'l 

如 虹 A>6， 则 令 A= ,重复 步骤 (1) (2) 和 (3) ,直至 A<e 为 止 , 并 取 量 后 一 次 得 到 的 
?4 作为 计算 结果 , 即 3 一 3D 步 长 为 三 ; 

如 果 忆 所 A<6 保持 步 长 由 不 变 , 计 算 铺 果 为 3 

如 果 A<e 则 从 节点 z 出 发 ,以 步 长 由 计算 两 次 , 求 得 的 近似 值 记 为 7 中， 令 训 一 2 从 节 
虚 z, 出 发 ,以 六 为 步 长 , 求 得 的 近似 值 记 为 ?号 = 13 的 一 2 下 直到 A>> 电 为止 , 取 步 长 最 
后 一 次 加 倍 前 得 到 的 + 作为 计算 结果 , 即 yw+rt 一 ? 呈 步 长 为 

根据 上 述 算 法 ,不 难 作 出 程序 框图 。 

由 于 Runge-Kutta 方法 的 精度 为 白 ( 咎 )， 故 有 
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一 一 -一 一 -am 一 一 


3 一生 ， at 二 


将 步 长 折 半 后 ,以 步 长 "经 过 两 步 计算 ,得 到 兴 六 , 故 两 步 的 截断 误差 为 ， 
2 
由 此 可 见 , 步 长 折 半 后 ,截断 误 盖 为 原来 的 1716。 其 误 善事 后 佑 计 式 为 : 


上 


- 1 
(Yo 一 nt SEC 一 Jo 


下 此 ,在 变 步 长 法 中 ,可 取 人 ee 一 所 /16 或 更 小 。 


5.4 单 步 法 的 收 伐 性 与 稳定 性 


S$.4.1 单 步 法 的 收效 性 


微分 方程 的 数 乱 解法 是 通过 离散 方法 ,将 微分 方程 转化 为 差分 方程 而 求解 。 由 于 各 种 
Euler 格式 和 Runge-Kutta 格式 都 是 单 更 法 , 故 可 以 写成 如 下 统一 的 格式 : 
Yo31 一 加 十 六 严 { 下 Troy 
人 
亲 该 差分 方程 求解 徽 分 方程 , 当 A=0 有 时 ,差分 方程 的 解 %% 是 否 收 误 于 微分 方程 的 精确 解 
y(zo? 昵 ? 为 讨论 这 一 问题 ,假设 当 #>0 时 ,同时 有 >co, 并 有 下 面 的 定义 ; 
定义 $.4 在 单 砂 法 55. 14)》 对 于 男 征 的 节点 z 一 如 十 大 (一 1 2 当 上 一 0( 阿 时 co) 
时 ,有 


(5. 141) 


达 .一 外 一 了 下 

则 称 该 单 斐 法 是 收 伍 的 。 

定理 $ 2 车 初 值 问题 (5. 1) 的 单 步 法 (5. 14) 的 局 部 截断 误差 为 OUAe+)CpZ21) ,并且 玲 
{tAzy 对 ?满足 Lipschitz 条 件 , 即 存在 常数 二 >0, 使 得 

| 疡 {( 一 下 (| 裤 志 | 3 一旦 | 
对 一 切 y,y 均 成 立 , 则 单 步 法 (5. 14? 收 敏 , 旦 有 : 
开 , 一 3 一 了 一 人 (人 7) 
证 明 根据 局 部 误 关 的 定义 ,有 : 
En+1 一 了 (1 一 [zs 十 由本 { 直 rs 一 四 (RH 


令 Wi 一 yz 十 AR 人 传 ,royyfz)) 
则 有 Ce 一 | < 往 ci 
其 中 ,常数 c>>0。 

因为 多 一 轴 十 Ar 


利用 关 关 于 y 的 Lipschitz 条 件 , 有 ， 
13241 一 3 宏一 其 十 直 和 | 下 人 Tt 一 下 全 zyy | 
即 13 一 3 守 (Cr 一 其 | 十 丰 * 大 | 707 一 中 | 一 (1 十 丰 3 人 zs 一 交 | 
出 于 整体 截断 误差 五 :1 一 yzsti) 一 + 所 以 
| 本 一 (zs 间 一 | 安 | 人 Er 一 3 十 je 一 加 扫 cot 二 (十 有 | 瑟 
如 此 递 推 下 去 ,有 : 
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| 史 ,| 达 epi+ 人 1 十 人 十 真 交 ?十 和 十 51 二 下 天 和 本 十 和 十 下 元 关 | 交 | 


(1 十 Ai )" 一 1 
(1 十 /7 一 1 


一 ,2+1 
国 为 ycroy 一 加 + 杉 开 一 站 ， 殉 
《下 志 六 上 瑟 了 - ee 站 
0 撩 1 十 AS 生 1 十 Ah 十 一 > 一 ee 站 < 十 为 志 se 


二 《| 十 中 天 入 | 捷 ， 





所 以 
| 本 | 委 于 知人 于 一 1 十 ea| 
妆 节 一 如 一 0 十 共 太 奖 定 时 ,e“ 是 常数 , 破 
下 ,二 3 一 加 一 [下 

定理 5, 2 给 出 了 整 二 截 断 误 差 和 局 部 截断 误差 之 局 的 关系 .由 各 种 Euler 格式 的 局 部 截断 
误差 可 知 , 当 关 xz, 六 对 y 满足 L.ipschitz 条 件 时 , 产 一 0 天 ,一 (Cr 一 0, 即 和 uler 格式 旦 收 伍 
的 。 

对 经 典 的 四 阶 Runge-Kutta 格式 

FT 一直 ( 避 十 2s 十 2 十 丰 ) 


有 | 下， 开 9) 一 丙 (起 : 工 *9) 有 | 天 | zs) 一 诛 二 | 委 克 13 一 了 
下 下， 工 ， 真 一 二 页， 


二 | 上皇 作 汪 光 | 一 | 了 + 省 和 | 
< 吕 | 1 十 去 h| ly 一 3 
和信 革 一 起 人 ss| 1 十 计 4 十 本] 1 一 3 


丰 似 汪 一 名优 t3 扫 天 1 十 言 氏 十 言 C72 二 订 作 Z 了 j13 一 3| 
团 晤 线性 组 合 的 下 1 妇 也 对 y 清 足 Lipschitz 条 件 , 即 ; 
| 严 信和 人 一 正信 了 4 1 十 刘 4 十 言 (DC2 十 让 OZ] > 一列 一 开 1y 一 了 | 
由 定理 5.2 可 知 , 经 典 的 四 阶 愉 unge-Kutta 格式 是 收 伍 的 。 
s.4.2 单 步 法 的 稳定 性 


定义 5.5 若 初 值 问 题 (5. 1) 的 单 步 法 (5. 14) 对 于 任意 给 定 的 se>>0, 存 在 80 及 ho>>0, 当 
OA 去 j 时 ,差分 方程 (5. 14)? 的 实际 数值 运算 公式 
2 一 下 十 严 严 苹 大 ， 开 sy 下- 二 下 
中 的 舍 人 误 状 7+il 与 初始 误差 一 az 满足 


上 
| 36 一 | 干 >， 171s 人 
1 一 工 


时 ,有 
| 症 一 二 | 扫 E 人 一 1 2 一 (一 CA 
成 立 , 则 称 单 步 法 (5. 14) 是 条 件 稳定 的 ;车 无 上 限制 , 风 称 为 绝对 稳定 的 。 
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定理 $.3 单 步 法 45.14)( 假 设 六 与 .r, 无 关 )} 是 稳定 的 充 要 条 件 是 差分 方程 45. 1 亿 的 特征 
根 - 满足 | 六 | 拓 1。 
由 于 稳定 性 问题 比较 复杂 , 故 下 面 仅 以 y 一 Ca<0) 为 例 进行 讨论 ， 
该 方程 的 显 式 Euler 格式 为 : 
1 王 W 二 4 访 加 


特征 方程 的 根 是 7 一 1 十 大 , 当 
1 十 大 1 


时 , 显 式 Euler 格式 是 条 件 稳定 的 ,稳定 条 件 是 : 


A 委 一 于 


该 方程 的 隐 式 Euler 格式 为 ， 


Jaf1 一 JJ 十 让 3o+i 
特征 方程 的 根 是 > 王 1701 一人) ,由 于 AM< 0 所 以 
上 < 二 1 


故 隐 式 Euier 格式 是 绝对 稳定 的 。 
该 方程 经 典 的 四 阶 Runge. 玫 utta 格式 为 ， 


1 十 炉 十 去 ( 姑 ) 十 二 (A 十 站 站 (> 
特征 方程 的 根 是 : 
7 一 1 十 视 1 十 希 十 序 () 十 寺 ( 访 祝 十 站 CA 
当 |7i<Ii 时, 经典 的 四 阶 Runge- 下 utta 末 区 是 条 件 稚 证 的 机 定 果 件 是 ， 


hs -2 78 


画 风 , 显 去 会 式 均 是 条 件 稳定 的 ， 而 好 对 入 定 的 公开 ,一 定 古 隐 式 的 。 


5.5 微分 方程 组 与 局 阶 方 程 的 数值 解法 


sS.S.1 一 阶 常 微 分 方程 组 的 数值 解法 


对 于 微分 方程 y = 六 xz,y) ,车 把 y 和 了 看 作 向 量 , 则 可 推广 到 一 阶 微分 方程 组 ， 
人 人 一 12 
0 一 Wi 
求解 该 一 阶 常 微分 方程 组 初 值 问题 的 四 阶 及 unge- 玫 utta 格式 为 : 
ri 十 主人 十 2 二 十 2 十 下. 丰 1 一 二 ， 它 ， 
一 六 (Cry 9 和 


太 下 点 
4 一 | 二 有 十 17 :30 十 本 二 ys 十 1 十 去 ton 


玉 上 厂 1 
皮 3 =- 放 | :hl 十 -上 1 3 十 光 豆 3 二 到 


芝 
4 一 扰 (。 十 天 让 的 十 中 ， 3 ye 十 卢 呈 3 和 YY 十 天 天 3 )》 
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式 中 .y. ,是 第 上 个 国庆 有 量 y%fzc) 在 节点 工 一 .ma 十 对 处 的 近似 值 。 
如 果 六 一 2 , 设 六 一 巡 一 =, 即 : 





影 一 73 一 贡 
《5. 157 
& 一 员 人 TD) 一 Sr 
相应 的 四 阶 Runge-Kutta 格式 为 : 
Jr 一 也 十 站 (十 2 大: 十 2 天 ， 十 兵 4 
[5.163 
下 1 一 2 十 于 【了 十 2 十 2 十 也 4 


其 中 
后 1 一 .站 Tryrygn 
了 一 商人 和 


所 页 态 
K:= 咱 Te 十 十 全 :十 了 | 


2 
括 所 乒 
=8| 二 :3 十 ,十 


K:= 才 了 十 站 十 皇 


上 
2 2 Kx 十 到 


及 一 &| 工 十 号 , 冰 十 到 Kam 十 全 | 
瓜 4 一 了 ts 十 卢 ， 加 十 下 下 3 十 下 志 3》 
了 一 呈 人 Te 十 下 3 十 下 天 32 十 由 7 3) 
四 阶 Runge-Kutta 格式 是 一 步 法 (不 用 先 预 报 再 校正 两 步 ), 利 用 节点 处 的 值 yw 和 zx, 按 天 ,也 ; 
一 到 3 一天， 天 顺序 计算 ,然后 按 (5, 16? 式 即 可 求 得 加 + 和 zw+i。 
一 阶 微分 方程 组 5. 15) 的 显 式 Euler 格式 为 ， 
仆人 3(Czo) 一 加 


zo1 一 2 十 碳 避 (TY &T0) 一 20 


疏 进 的 Euler 格式 为 ， 
预报 全 一 加 十 只 FE .mn ?2 3 人 Yo) 一 3 
和 1 一 呈 ， 十 下 计 《 工 9 3 生 二 《证 0 一 孚 0 


JJn 十 1 一 多 十 于 ALFGzsyy 这] 十 .Co ,yt1 ,和 1 7 Yo 一 .JJ 
校正 


空 nm 十 1 一 xz 十 斑 A[g(z， 9 区 十 在 (二 1 1 ,zs4i)] 2 0 一 


s$.S.2 高 阶 微分 方程 的 解法 


高 阶 微分 方程 的 初 值 问 题 , 原 则 上 均 可 以 化 为 一 阶 微分 方程 组 来 求解 .下 面 以 二 阶 常 微 分 
方程 的 初 值 问 题 为 例如 以 具体 说 明 。 冯 ,对 于 
多 一 了 CT) 
ZE) 一 3 To) 一 坊 


震 令 zx 一 y , 则 盖 一 交 一 六 zyz) 于 是 得 到 关于 = 的 一 阶 方 竹 组 为 ， 
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全 (4zo 一 3n 
< 一 (Ts)， 喧 (0 


其 中 ,> = 一 gryysz) 一 =。 用 四 阶 Runge-Kutta 格式 求解 该 -- 阶 方程 组 的 初 值 问题 ， 即 ， 
十 一 岂 十 号 (R， 十 2 兵 , 十 2 兵 十 丽 ， 


车 于 1 一 = 十 冬 (， 十 2 十 27 十 元) 





b 
式 中 
并 1 一 Si 元 1 一 yywn 
玉 卢 由 
长 ?一 忒 十 可 了 了 3 一 上 2 十 下 大 十 本 思 | 
丰 丰 大 
从 3 一 和 十 本 元 : 3 一 上 zetaton 十 呈 居 oz 十 到 思 | 





天 ,一 十 生 7， 了 4 一 六 了 工 + 十 站 下 这 十 下 志 3; 
由 于 丸 一 gzrsyyzy》 一 < 是 一 个 具 性 的 函数 , 故 可 消 去 拷 ) 天 :天 3 天 最 后 得 : 
人 
.ya 二 1 一 Jan 十 hz 十 二 (了 十 过: 十 也; ) 


们 ad1 一 怠 。 十 到 【也 ; | 273; 寺 2 十 站 
其 中 雹 1 一 大 [39 


玉 六 
7=H| 式 十 于 , 沁 十 本 za 十 下 四 


上 上 
Pa=/| 了 Tn 十 2 :二 二 4 2 Rn 十 2 局 


Fi=H| 二 十 jy 十 hz, 十 和 Farx 十 hi] 
例 5.6 质量 对 一 0.5kg 的 重 物 挂 在 弹 笋 振子 (不 计 自 重 ) 下 端 ,弹簧 上 端 固定 ， 重 物 受 到 
弹簧 振子 的 力 为 只 = 一 Bdzydr,B 为 阻尼 系数 ,z 是 重 物 离 开 固定 点 的 位 移 。 其 运动 方程 为 ， 
Ar 十 吾 r 十 有 xz 一 DrfO) 一 1,r07? 一 吕 《站 ) 
式 中 忧 人 mm 为 重 物 的 运动 速度 改 是 弹 和 锁 系数 (100N Am),= 10NsAm 。 试用 四 前 Runge-Kutta 
格式 计算 xz，0<es<S0. 05s ,积分 步 长 凡 一 0.025s 。 
解 题 中 的 方程 (A) 可 以 写 为 : 
于 一 ozf0) 一 ] 一 一 这 是 速度 方程 
1 一 5 二 一 ( 且 /MY)m 一 (RM7)rsof0) 一 站 一 这 是 加 速度 方程 
(1) 用 计算 器 计算 ， 
令 e 一 BA/M=20.0 一 Ai 一 200。 将 四 阶 Runge-Kutta 格式 具体 化 ， 
当 : 一 如 =-0 时, 有: 
.9 一 袜 (0) 一 ]， 必 一 20) 一 站 
当 让 一 0 0255 时 ,有 
扰 ] 一 及 /royzoytp) 一 下 rm 一 人 025 六 站 一 有 
二 | 一 上 8 CEFoytoyt7 一 由 [一 20rm 一 200z) 一 0.025XT 一 20X 《0 一 200XTf1)7 一 一 5 
天 ;一 请 /za 才 天 172，awo 十 蕊 A2 5 十 卢 /2) 一 上 Cu 十 大 72)7 一 0 125 关 《 站 一 2 一 0.0625 
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一 由 go 十 天 2 mm 十 Z72 5 十 站 1) 一 上 [一 200oo 上 了 2 一 20060rs 十 下 ,27] 
一 站 .025X[ 一 20X00 一 5720) 一 200XC1 HTOA2] 一 一 3.75 
天 3 一 用 Fro 十 天 272 ,mo 十 了 2 十 天 72) 
一 由 (mn 十 了 72) 一 0.025X (0 一 3.75720) 一 0.046875 
了 一 让 g(To 十 慌 2bpe 十 了 72 加 十 站 /2) 一 站 [一 200ua 士 过 72) 一 200fzro 十 想 。723]] 
一 0.025XT[ 一 20X(0 一 3.75720) 一 200XTt1L 十 0 062572)] 一 一 3.9062 
开 ， 一 卢 F 了 十 天 ay 十 工 : 下 十 丰 ) 
一 A(zo 十 志 ) 一 0.025 X《0 一 3.9062) 一 0.09765 
于， 一 卢 gEz0 十 天 zp 十 天 十 丰 ) 一 下 [一 2002o 十 艺 ) 一 2000zro 十 天 3)] 
一 0.025X[ 一 20X(0 一 3. 9062) 一 200X(1 十 0.0468757] 一 一 2.8125 
Ti 一 To 二 (176)50 十 2 到 一 0.06257) 十 2( 一 0.0468753》 十 (一 0 09765) 一 D 9t7265 
切 一 mm 十 (176 交 一 5 十 2 一 3.75) 二 并 一 3.90627 十 (一 2.8125 放 一 一 3.8541] 
当 : 一 六 一 0.05s 时 ,有 ， 
民 一 上 Fr yi) 一 Ai 一 0.025X( 一 3.8541) 一 一 0.09635+ 
元 一 具有 (1 < 下 (一 2001 一 2002 
二 人 025X( 一 20X( 一 3.8541) 一 200X(0. 9472657) 一 一 2.8092 
民 ; 一 鼎 站 2 十 天 TY 十 大 72 十 声 /2 
一 睛 (mi 十 也 72 一 0.025X( 一 3.8541 一 2.809272) 一 一 0.131469 
元 一 卢 (十 天 7 27 十 志 7 2 三 十 上 727 一 丰 一 2000 十 志 A2 一 200fr 十 站 72) 
一 0.025X[ 一 20X{ 一 3. 8541 一 2. 809272) 一 200X(0. 947265 一 0.09635472)]] 
一 一 1.866054 
下 3 一 中 Fr 十 下 97 十 于 2 有 十 三] 
一 万 (让 十 工 2727 一 0.025 X( 一 3.8541 一 1.806605472) 一 一 0 11968 
也 3 一 卢 g TI 十 天 272mi 十 蕊 272 1 十 睛 /2 一 让 一 200m 十 工 s72 一 200 人 2 十 不，/2)] 
一 站 .025X[ 一 20X{ 一 3 85416 一 1 86605472) 一 200X(D. 947265 一 0 131469727)] 
一 一 2.014058 
兵 ， 一 卢 FT 十 让 mi 十 也 ,十 无 ) 
一 岂 (z 十 了 7 一 0 025X{ 一 3.85416 一 2.0140587 一 一 0 146706 
Tz 一 嫩 十 [176)( 一 0.0963541 十 2 一 0.0131469) 十 2( 一 习 1196797 十 {《 一 0, 1467057 7 
一 襄 . 823039 
ma 一 态 十 (6 一 2 809244 十 2 一 1.866048) 十 2 一 2.014058)7 十 (一 1. 2038167) 
一 一 5. 816375 
(2) 用 MATTI AR 程序 计算 ; 
为 了 便于 MATI.AB 计算 ,将 方程 改写 成 矩阵 形式 (为 了 简化 , 设 召 =0), 即 : 
六 一 MY 十 5 
其 中 


MATLAB 程序 如 下 : 
echo o 插 


=。 1] 0 数 俯 计算 方法 (MATLAB 语言 版 ) 


cilear 
clf 
hold of 上 
M 一 0 5 及 一 六: 一 100; 
a 一 B/Mib 一 k/ Mi 
M 一 [0,15-b,-a]， 
Ye:,1) 一 [10]F1= 一 Di 的 initial conditioon 
一 站 0251 
所 一 号 
工 一 必 ; 
while 工 近 1 
叫 一 中 十 1; 
KE1 一 htRMxeYTC:nD7i 
k2 一 hx MT(:n) 十 kl172); 
K3 一 h*# M *《Y(:n) 十 K27271 
k4 王 hxrMxyrY(:n) 十 K37; 
TYTCin 二 17 一 YLC:nD7 十 (1 二 25Kk2 十 2xK3 十 gd776; 
tn 十 1 一 tn7) 十 上 
工 一 tfCn 十 了 27; 
ed 
t 
plot (ty YY -it 
Xjlabel 《tfs 关 ) ylabel 人 YY angv 和 
text (tf575 YL 5 十 2.0，， Displacemtentyx FontSize'y [18]) 
text 《tt7] Yo271， Velocity yy  ， FontSize' ,18]) 
axis《[0,1,-15,15]) 
图 5.6 示 出 了 本 题 计算 结 果 的 图 形 。 
15 
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可 Velocity 


一 15L _- 
0 01 0203 4405 0607 0809 1 


超 习 上 了 
围 56 例 56 计 算 结 昌 的 图 形 
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本 章 小 络 


常 微分 方程 的 数值 解 基于 微分 的 差分 近似 皮 理 ,. 其 最 基本 前 方法 是 Euler 法 .根据 差分 形 
式 的 不 同 , 有 旺 式 Euler( 向 前 盖 商 ) 烙 式 、 隐 式 Euier( 癌 后 差 商 ?格式 、 二 步 Euler( 中 心 盖 商 ) 格 
式 和 改进 的 Euler 格式 。 对 Euler 格式 作 些 椒 改 ,可 以 得 到 Runge-Kutta 格式 , 旦 最 澡 用 的 是 四 
阶 经 典 Runge-Kutta 格式 。 

本 章 主 复 营 扬 的 内 容 是 : 

(12 不 同 的 Euisr 办 式 的 构造 刻 理 ,以 及 它 仍 的 格式 结 均 ; 

《2 计算 精度 的 评价 指标 ,以 及 不 同 的 Euler 格式 的 精度 比较 ， 

(3)》 四 崔 Runge-Kutta 格式 的 结构 和 计算 流程 以 及 计 算 精 度 ; 

(4) 微分 方程 组 和 商 阶 微分 方程 的 数值 解 方法 ; 

45) 如何 运用 MATLAB 的 相关 函 数 和 程序 解 微 分 方程 。 


习 圳 五 


5.1 用 向 前 Euler 方法 夫 初 值 问题 : 
多 一 妈 十 100 访 30O0) 一 站 
取 步 长 六 = 一 0. 1 计算 到 一 0. 3{ 保 留 4 位 小 数 )。 
5,2 用 向 前 Euler 方法 手 算 下 列 问 题 ( 设 0O<SP<S0.5, 玫 一 0. 1)， 
《1)7 十 ty 一 1,y(0) 一 | 
(2) 关 十 3 一 eof0) 一 1 
(3) 网 王 (一 yJ3y 人 0 一 0.5 
5.3 用 羔 一 0.5 的 向 前 Euler 方法 计算 初 值 问题 : 
(一 站 05 扩 ( 人 十 0.15y(C0 一 0 YYt0) 一 0,y(0) 一 | 
并 算出 y(17 和 CC2)。 
5.4 用 光 进 的 Euler 方法 计算 第 5.2 题 ,并 写 出 MATILAB 程序 , 绘 出 问题 解 的 图 形 。 


5.5 用 改进 的 Euler 法 计算 积分 y 一 | ed 在 zx 一 0.5,0.75,1.0 时 的 近似 慎 。 
5.6 用 四 阶 RRunge- 玫 utta 方法 计算 5.2517 题 ,并 比较 与 Euler 方法 的 计算 精度 。 
5,.7 用 四 阶 Runge-Kutta 方法 求解 下 列 方程 : 
y 二 一 J7 4 二 3， YO0 一 1 
取 上 一 1 ,计算 (1)。 
5.8 用 四 阶 Runge- 攻 utta 方法 解 初 值 问题 ， 
人 2 1<<r<3.5 
?1 一 (1 一 一 ] 


取 大 一 0.1 第 到 = 一 1.5，, 并 与 精确 解 y 一 工 一 和 相 比较 。 





线性 万 程 组 的 数值 解法 





6.1 弓 | 言 
一 人 阶 线 性 方程 组 

ai 十 Gd2tz 十 十 air 一 站 
好 二 十 GT 十 十 如 了 一 本 (6.1) 
他 1 卫 | 十 GozTa 十 十 as 一 上 

可 以 写成 表达 简 清 的 分 量 形 式 ， 
at 机， 二 12 (6. 2) 
了 蕊 了 

也 可 写成 矩阵 形式 :; 

人 册 臣 一品 《6. 3) 
时 1 页 i 人 ln 宦 ] 上 


21 鼠 2z 


式 中 ,系数 算 阵 4 一 | “| , 解 向 量 太 = | “| ,党 向 量 瑟 = 


妇 a] 人 2 机 位 mn < 奋 


若 系数 和 矩阵 4 的 行列 式 不 等 于 替 , 即 det4 和 0, 则 方程 组 4 一 玉 有 惟一 和解 ,并 且 可 以 用 
Cramer 法 则 求 出 

det， 

“eta 


其 中 ,det4, 表示 将 det4 的 第 ! 列 元 素 全 部 换 成 常数 项 巨 的 元 素 后 所 得 到 的 * 阶 行列 式 。 用 
Cramer 法 则 求解 方程 组 4 议 一 屯 , 总 的 宁 法 运算 次 数 为 (8 上 1 一 1)na5。 当 较 大 时 ,计算 量 
大 得 尺 人 ,即使 利用 现代 先进 和 快速 的 计算 机 也 难以 完成 计算 工作 。 因 此 ,线性 方程 组 的 数值 
解法 常常 使 用 直接 法 和 从 代 法 两 类 方法 。 


6.2 解 线性 方程 组 的 直接 法 


直接 法 的 基本 思想 是 ,将 结构 上 比较 复杂 的 原始 方程 组 ,通过 等 价 变换 ,转化 成 结构 简单 
的 方程 组 ,然后 再 通过 求解 结构 简单 的 方程 组 ,就 可 以 得 到 原始 方程 组 的 解 。 即 ， 
凤 有 一旦 人 忆 有 一 妆 
已 算 阵 通常 是 对 角 答 阵 .三角 短 阵 或 一 些 结构 简单 的 矩阵 ， 若 计算 过 程 中 没有 舍 人 误差 ， 
则 衣 接 法 通过 有 限 次 的 算术 运算 ,可 以 求 出 方程 级 的 精确 解 。 


起 一 12 3， 
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6.2.1I Guass( 高 斯 ) 消 去 法 
Guass 消去 法 也 称 顺序 消去 法 .是 -- 种 求解 线性 方程 组 的 直接 方法 ,主要 计算 过 程 分 为 消 
元 过 程 和 回 代 过 程 两 个 步骤 。 
1. 消 元 过 程 
一 般 地 ,对 = 阶 线性 方程 给 
外 在 人 rs 寺村 二 二 


生 公 1 二 人 帮 十 和 十 2 十 全 寺 本 人 


[6. 4) 
人 1 《和 > 【站 } 【总 有 
他 和 8 于 十 十 如 光 ) 十 和 十 了 一 上 


好 人 0 十 呈 ry 十 十 可 3 十， “十 如 避 ) 开 ， 下 
可 以 接 如 下 方法 进行 消 元 ,首先 进行 方程 组 第 1 列 消 元 . 假设 at 关 0, 由 方程 组 (6. 4 的 第 1 个 
方程 ,两 边 同 时 除 以 at ,得 : 


和 十 如 Ae 全 和 十 和 十 全 aa 呈 和 二 和 十 人 生生 一 呈 人 /ai [6. 5) 
再 以 方程 组 第 7 个 (其 中 心 1) 方 程 变量 ri 的 系数 a 了 同时 乘 (6.5) 式 两 边 , 得 ; 
2 人 1 十 如 1 二 “十 aioa 癌 Qi 十 和 十 2 一 下 人 CA 【日 。 丰 》 


用 (6. 6) 式 即 可 消去 方程 级 第 ; 个 方程 中 的 变量 zi, 而 该 方程 其 他 碾 的 系数 和 上 已 删 变 为 : 


at . 
人 人 一 了 3 ， 扫 》 
]] 


6 一 5 一 区 2 人 3) 


1 一 2 3 这 样 可 以 消去 方程 组 (6.4) 第 1 个 方程 以 下 各 个 方程 的 变量 ri, 得 到 一 个 与 方程 
组 (6. 4) 等 价 的 新 方程 组 : 
G 全 了 1 十 @ 抱 荆 十 十 旭 了 十 十 @ 各 二 二 前 
4 中 二 下 十 ap 十 十 ar 一 6 


oa .二 afp 一 & 《6. 7) 


oa 直上 Ha 地 
接 下 来 进行 方程 组 第 2 列 消 元 。 假 设 < 见 基 0, 按 照 第 1 列 消 元 的 方法 消去 方程 组 (6. 7 第 2 
个 方程 以 下 各 个 方程 的 变量 zs 后 ,又 得 到 一 个 与 方程 组 (6. 7) 等 价 的 新 方程 组 ， 
区 全 了 十 Cg 抱 开 十 训 各 症 十 十 如 工 十 必 十 afo， 一 息 介 


5 中富 二 各 玉 十 生 二 4 十 生 十 om 好 
【2 
0 多 Ta 十 必 十 @ 罗 了 十 当 十 arrosb2 


人 人 
ar 人 二 二 


- 1]2 。 数值 计算 方法 (MATI1.AH 诺言 版 


其 中 ,第 :个 (其 中 心 2) 方 程 变量 7 的 系数 和 六 为 : 


站 训 


} 
2 -111 11 1 ii 
4 一 电信 本 一 人 一 站 
从 32 
[1 0 2 一 “ 
上 ”一 由 一. 1 全 一 3 人 4 
全 3 


一 般 地 ,经 过 束 次 消 元 后 (假设 at 一 关 0) ,方程 组 第 上 个 方程 变量 .r, 的 系数 和 所 为 


t4 -1 
GE 一 < 二- 《下 一 1 2 一 ] 入 一 下 十 上 天 十 2 天 和 十 1 


站 一 一 5 4 
最 后 ,方程 组 经 过 ”一 1 次 消 元 后 ( 殷 设 av 2 天 0) ,得 ， 
号 1 开 十 G 和 了 十 呈 生 了 十 和 十 在 盾 了 十 和 十 妇 生 一 在 9 


(13 ] 人 一 = 
5 多 刀 十 和 7 十 性 十 4 四 区 十 全 十 4 吕 一 如 


[6. 8) 
人 十 二 
人 
至 此 ,方程 组 的 消 元 过 程 全 部 完成 ， 
2， 回 代 过 程 
从 方程 组 (6. 8) 的 最 后 一 个 方程 出 发 解 出 坊 , 然 后 逐步 回 代 求 出 所 有 的 z。 即 : 
工 一 下 总 
(6. 9) 


世 一 [2 一 af /as 他 一 于 一 1 一 2 
可 以 看 出 ,将 一 个 结构 复杂 的 方程 组 (6, 4) 经 过 消 元 后 ,可 以 变换 成 一 个 结构 简单 的 方程 
组 (6.8), 并 且 很 容易 求解 出 方程 组 的 解 . 从 方程 组 (6. 4 变换 成 方程 组 (6.8) 的 过 程 , 称 为 消 元 
过 程 , 根 据 (6.9) 式 依次 求 出 却 的 过 程 人 一 nan 一 1 一 2,…，2,1), 称 为 加 代 过 程 。 
例 6.1 用 Guass 消去 法 求解 下 列 线性 方程 组 ， 
2rl 一 工 十 373 一 ] 
| asranr 《 疝 ) 
了 十 23s = 一 了 
解 ”将 方程 组 (A) 中 的 第 1 个 方程 mn 的 系数 化 为 1, 并 消去 其 他 方程 中 的 zl, 得; 
并 1 一 履 Dr 十 1 5T3 一 人 5 
4tz ”一 了 一 《了 B > 
2. 5 一 1].5rix 王 6.5 
方程 组 (B) 中 的 第 1 个 方程 保 持 不 变 ,再 使 第 2 个 方 得 z; 的 共 数 化 为 1, 并 消去 (8) 中 第 3 个 方 
程 里 的 r:, 得 :， 


2 一 站. 2573 一 0. 5 (C)》 


了 3 = 


六 5 了 ， 十 1. 5z; 一 0.5 
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一 一 = 一 maaim mm 一 nm- 一 一 一 -一 - - 一 一 ve ww -一 -一 mm ,nr 


以 上 两 步 完 成 消 元 过 程 。 对 方程 组 (CC ) 从 下 至 上 依次 回 共 , 即 得 到 方程 组 的 解 为 : 
六 一 一 站， 一 一 1， .Ti 一 日 
在 Guass 消 元 过 程 中 ,如 果 把 对 角 线 上 上 方 的 未 知 量 的 系数 均 化 为 零 ,使 方 程 组 的 答 个 方程 
只 合 一 个 未 弄 量 , 即 在 上 三 角形 方程 组 中 ,只 保留 对 角 线 上 的 未 知 量 六 ra。 它 妇 的 系数 
培 为 1, 则 无 需 回 代 即 可 得 到 所 求 的 解 。 这 锅 是 Jordan{ 约 当 )? 消 去 法 。 此 法 计算 量 大 , 环 除 法 计 
算 次 数 为 挛 72 ,而 高 斯 消去 法 只 有 和 /73。 因 此 ,Jordan 消去 法 用 得 较 少 ,但 用 它 来 求 道 矩阵 却 是 
很 方便 的 。 


6.2.2 列 主 元 消去 法 


1，Cuass 消 元 法 的 条 件 


在 Guass 消 元 过 程 中 ,始终 假设 中 天 0 该 元 素 a4 "被 称 为 主 元 素 。 如 果 ai 刀 一 0, 显 而 
易 昂 ,Guass 消 元 过 程 无 法 继续 进行 下 去 。 但 是 ,如 果 ak8 2 天 0 而 |ak 了 | 非常 小 ,结果 会 导致 
舍 人 误差 扩大 .计算 结果 不 可 秆 ,从 而 严重 降 失 精度 , 称 这 样 的 主 元 素 au “为 小 主 元 素 。 因 此 ， 
在 Guass 消 元 过 程 中 , 主 元 守 不 能 为 零 喜 不 能 出 现 小 主 元 守 的 情况 。 

例 6.2 用 Guass 消去 法 解 方 程 组 : 





忆 1 (A) 
福 ] 十 证 一 也 
解 ”用 Guass 消 元 法 求解 该 方程 组 的 过 程 如 下 :对 第 1 个 方程 ,两 边 同 时 除 a 症 二 10 得 : 
zi 十 1085r 一 103 
用 上 还 方程 消去 方程 组 的 第 2 个 方程 的 变量 .ri ,得 : 
《1 一 1057T 一 2 一 1 全 
取 4 位 立 点 十 进 制 进行 计算 ,有 : 
1 一 10s 一 10， 2 一 105s 一 10( 对 阶 过 程 ) 
从 而 得 到 消 元 后 的 方程 组 
10 2 十 一 ] 
| 7 一 1 了》 


将 .rz 盖 ] 操 牧 到 方程 组 5B)? 的 第 1 个 方程 z 十 1]5 六 rz 一 10 ,得 ， 
了 1 一 昌 
此 方程 组 的 正确 解 应 为 zi 一 za 一 1, 而 用 Guoass 消 元 法 得 到 的 解 盖 =0,r: 一 1 严重 失真 ,其 
原因 就 在 于 ao 一 10 一 太 小 了 。 如 果 将 两 个 方程 的 位 置 调 换 一 下 , 则 用 Guass 消 元 法 就 可以 得 到 
正确 解 。 即 ， 


了 1 十 二 一 人 
1 0 
将 方程 组 (C) 第 2 个 方程 的 变量 z 消去 ,得 ， 
《1 一 10 72 一 1 一 2X1075 
.Fe==] 
消 元 后 的 方程 组 为 : 
一 2 
《) 
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将 .cs 一 1 回 代 到 方程 组 CD)? 第 个 方程 .十 坊 一 2 中 ,得 ， 
2 一] 

该 结果 是 正确 的 。 

在 本 例 中 ,方程 组 (AAA) 和 方程 组 (CC 虽然 是 等 从 的 ,但 它们 的 主 元 素 却 是 完全 不 同 的 。 

定 党 在 1 对 于 和 X 和 阶 托 阵 4 由 4 的 既 在 前 点 行 上 1 专 minfnya 允 在 前 点 列 的 起 个 
元 索 ,保持 在 抱 阵 4 中 的 相对 亿 置 而 组 成 的 拭 阵 , 称 为 第 阵 4 的 下 备 主子 矩阵 。 阶 主子 算 阵 对 
应 的 行列 式 


如 11 虽 12 中 
仅 说 人 2 经 计 

点 ;一 _ 下 一 上 ,2 ， 提 
加 有 好 全 4 


称 为 矩阵 4 的 大 阶 主子 式 或 顺序 主子 式 。 

对 于 >” 阶 线性 方程 组 4X 一 电 , 只 要 det4 和 0 就 可 以 用 Cramer 法 则 求 出 方程 组 的 惟一 解 。 
然而 ,用 Guass 消去 法 求解 线性 方程 组 时 ,条 件 要 严格 得 多 。 

从 上 面 的 讨论 中 可 以 得 出 缚 论 :Guass 消去 法 能 够 进行 到 底 的 条 件 是 所 阵 4 的 所 有 顺序 
主子 式 A 都 不 能 为 零 . 隋 此 , 当 应 用 顺序 消去 法 不 能 正确 求 出 方程 组 的 解 时 ,应 该 使 用 改进 的 
Guass 消去 法 , 即 选 主 元 的 Guass 消去 法 。 本 书 只 介绍 按 列 选 主 元 素 的 消 去 法 。 


2. 列 主 元 消去 法 


对 于 线性 方程 组 (6. 4) ,假设 经 过 上 一 1 次 消 元 后 ,得 到 上 一 1 个 方程 和 # 一 全 一 1) 个 末 经 消 
元 的 方程 : 
如 阁 和 十 2 各 和 十 GT 十 十 @ 全 工 十 …… 十 gr 一 吕 呈 


了 
Q 和 2 十 GE 十 全 十 < 十 … 十 QT 一 总 


和 一 1 人 一 1 四 中 1 一 下 (一 1 
他 广 2 十 GT 十 -十 如 tn 工 一般 


《一 ] 人 一 中 人 
如 上 大 工 十 CDT+1 十 … 十 如 


一 上 一 
1 ]) 
趟 一 1) + 一 ] 了 加 一 一 

区 村 | 业 m 人 二 人- 证] | 人 工 , 一 机 


如 果 


&-1 | 一 全 一] 了 


| 训 axX ja 


称 ax ”为 列 主 元 素 , 这 时 将 方程 组 的 第 ! 行 和 第 大 行进 行 交 换 , 然 后 再 继续 进行 第 上 次 消 元 过 
程 。 按 照 这 种 方法 ,一 般 能 够 将 方程 组 的 消 元 过 程 进行 到 底 。 这 种 消 元 方法 被 称 为 列 主 元 消去 
法 . 
例 6.3 用 高 斯 列 主 元 消去 法 解 下 列 方程 组 : 
271 一 T 一 37 一] 
| 十 27ry 汗 55 一 肯 
1 小 2rs 一 7 
解 ”系数 矩阵 为 : 
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Ci 人 3 13 2 一 
几 一 |2s et el 一 8 
3 上 32 尼 3- ] 已 


吕 
对 季 数 算 阵 4 选 主 元 并 进行 消 元 ,如 表 6. 1 所 示 。 消 元 的 结果 得 到 二 角形 方 程 : 
31 十 日 . 5.rs 二 . 25r3 一 】 
| 了 ,一 0.257, 一 0.5 
工 : 一 一 昌 
辐 代 后 得 解 为 :mm 一 一 间 ,m 一 一 1 一 9 
甫 在 1 选 主 元 的 消 元 过 程 





销 元 过 程 选 主 元 素 过 程 
在 avasyes 中 选 出 主 元 素 aa 一 4 
第 1 行 和 第 2 行 互 易 位 置 
第 人 在 arzyas 中 选 出 主 元 素 mz = 一 一 2 . 因 .r; 
清 去 的 系数 就 是 主 元 素 , 故 不 必 互 易 位 置 
第 2 落 消 元 分 离 出 
zz 并 从 方程 3 中 消 主 元 束 即 为 su 一 一 各 875 
去 rx 
第 3 步 消 元 分 离 出 
民 3 





例 6.4 在 MATLAB 计算 环境 中 ,用 高 斯 消去 法 求解 方程 组 ， 

















aa 一 1 3 ] 
] 2 0 3 『 


解 ”首先 定义 一 个 增 广 矩阵 
a 一 [2 一 1 3 1; 
和 2 
1 2 0 7 
其 中 ,前 3 列 是 系数 矩阵 ,最 后 一 列 是 方程 式 的 右 端 常数 项 ( 增 广 的 列 )。 第 1 次 选 主 元 ,比较 第 
1 列 的 各 元 车 之 后 可 知 , 应 将 第 1 行 与 第 2 行 交 换 , 即 ， 


tempo 一 ak2，: 3 ak2 :0 一 al al 一 tempol 
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=- 一 -一 一 上- -一 一 一 一 一 ce  _ _~。-。，。 


下 面 对 息 阵 。 进行 消 元 ， 
at2;:1) 一 af2,:) al1:) < ak2 lyrnaClvly; 
af3:) 一 at3) -al sx at3y 1)7arl,1) 
得 


下 .局 电 2_DUoO1 四 由 已 全 站 
昌 一 上 避 昌 和 必 .9000 一 1.0000 
1.5000 一 1 .29900 牛人 避 站 
第 2 次 选 主 元 ;比较 第 2 列 的 各 元 素 之 后 可 知 , 列 和 主 元 素 就 是 一 2. 0000 ,不 必 进 行 交 换 , 继 
续 对 年 阵 s 进行 消 元 
8 人 3 一 a03 7) -3a02. 11 < 38327785C227; 
得 


于 站 避 O 人 中 昌 作 日 息 .人 OO 由。 
昌 一 2.0000 日. 90D0U 一 了， 站 和 总 提 
日 妖 一 总 , 肯 了 5 5. 2500 
消去 过 程 完 成 。 回 代 过 程 如 下 : 
xf37 一 af3,477a(3 3 
Xf2) 一 (af2,4)》 -af23)》 站 XC37)Aar 2 2D7 
XK 1 一 (akl47 -af1;27 # XK27- af 3)》 # X(372Aat，175 


最 后 ,方程 组 的 解 为 : 
x 一 
9 
一 1 


6.2.3 和 矩阵 三 角 分 解法 


方程 组 (6. 4) 通 过 Guass 消去 法 变 成 方程 组 (6. 8), 即 从 4X 一 号 的 形式 等 价 变 成 到 并 一 了 
的 形式 。 从 和 矩阵 运算 的 六 义 上 讲 , 这 是 对 证 阵 4 实施 某 种 己 变换 而 得 到 和 拖 阵 避 。 或 者 说 ,上 矩阵 
凡 可 以 分 解 成 矩阵 地 和 和 许 阵 习 的 乘积 。 那 么 , 扎 阵 已 和 工 到 底 是 什么 喧 ?下面 就 来 讨论 这 个 
问题 。 


1. 德 阵 三 角 分 解 的 原理 
设 方程 组 4X= 瑟 的 系数 和 宅 阵 4 的 顺序 主子 式 不 为 堆 , 即 : 


人 lt 让 
全 31 

疡 ， 一 下， 大王 ] ,之 .vi) 
好 


在 人 Guass 消 元 法 中 ,第 1 次 消 元 时 ,相当 于 用 单位 下 三 角 阵 ; 
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必 和 遇 昌 
一 7 时 21 1 避 避 
了 一 | 一 mm DO 1 


一 天 站 
左 乘 方程 组 4X 一 呈 , 从 而 得 到 ， 


妨 用 二 有 | 
其 中 
加 呈 1 字 1r 
和 3 
4 一 14 一 


D 人 
考 一 也 : 呈 王 《el .sa+1l 本 1 


第 2 次 消 元 时 ,相当 于 用 单位 了 三 角 阵 


1 日 癌 站 避 
站 1 D 0 0 
本 必 一 mi ll 0 时 
和 吕 一 My 站 1 


0 一 nm 000:… 1 
左 乘 方程 组 4:X 一 如 ,从 而 得 到 : 


其 中 


Ci 2 3 
1 (1》 
昌 晤 时 二 2 


4 一 TDTL4=i0 0 提包 


【2》 【 

站 站 他 4 时 中 电 入 
-一 17 一 1 厂 (1 (2 【24 他 
五 :一 也 t 也 一 【站 1 9 全 直 1 再 生生 


重复 土 述 过 程 , 经 过 ”一 1 次 消 元 后 ,最 后 得 到 等 价 方程 组 : 


凡人 一 下 | 
CI 9 如 ja 
0 a 由 人 内 性 


一 Fr-lyr-l7T-1Ir-l1 
个 1 一 1 了 工 也 4 一 | 0 旭 33 可 2 失 


六 明 8 人 
一 7T-17FT-L Fr-IT 一 1 《1 -上 
百 ，1 一 也 1 元 交 了 了 了 五 一 《1 1 ee 9) 


可 多 ,4.1 实 际 土 就 是 一 个 上 三 角 和 抢 帮 ,可 以 记 为 ， 


上 


“1 各 “。 数值 计算 方法 (MATI1.AES 和 语言 版 ) 


区 一 4 一 了 


所 以 
六 一 (7 《6，10 
其 中 忆 一 万 二 Pi 不 难 验 证 ， 
曲 属 日 
# 生 31 1 避 品 
也 一 1 ma ms 1 器 
1 Pi 1 


显然 ,了 为 单位 了 三 角 怎 阵 . 称 4 一 ZL 为 矩阵 4 的 Z7 分 解 或 三 角 分 解 。. 于 是 解 线性 方程 组 4X 
一 号 ,就 转化 为 解 方程 组 尼 7 区 一 吾 。 若 令 17 富 了 ,就 得 到 一 个 与 4X 一 召 等 价 的 方程 组 ， 


1 0 0 ,01 六 
ta 1 0 3 心 
ta31 1 人 3 一 | 2s 
上 { 《3 [| 和 古 
和 
1 下 于 王 1 节 1 J1 
站 下 22 天 23 天 加 ， 8 
0 昌 。 ss za | 一 |T3a| 一 | .33 
站 总 心 机 直 中 3 
这 两 个 十 阵 方程 很 容易 利用 回 我 法 求解 : 先 解 出 了 , 即 ; 
1 一 
入 一 让 一 六 志和 罗 ， E 一] ， 凡 ， 
一】 
然后 就 可 以 解 出 葡 ， 
一 [3 一 oj ju 一 刀片 一 ] 2 
7=: 十 1 
在 MATLAE 语言 中 ,方程 组 4X 一 如 的 求解 过 程 十 分 简洁 。 即 
了 一 了 月 
和 一 了 NM 


土 述 解 方程 组 的 方法 称 为 解 线性 方程 组 的 三 角 直 接 分 解法 。 这 种 方法 实际 上 是 Guass 消 
去 法 的 一 种 变形 。 年 阵 工 和 六 的 各 元 素 可 根据 第 阵 蒋 法 .比较 4 一 改 7 两 边 的 共 数 求 出 ， 

关于 和 邱 陈 的 三 角 分 解 , 有 下 面 的 定理 ， 

定理 6.I 者 4 为 n 阶 方 阵 , 朋 4 的 所 有 顺序 主子 式 A 如 关 0,(=12 on) 出 存在 惟一 的 
一 个 单位 下 三 角 抵 阵 节 和 一 个 土 三 角 惩 阵 斑 ,使 得 4 一 7 成立。 

证明 在 矩阵 的 三 角 分 解 原理 中 ,已 经 推导 了 年 阵 的 三 角 分 解 过 程 , 此 处 不 再 复述 。 下 面 
只 需 证 明 上 矩阵 的 这 种 分 解 过 程 是 惟一 的 。 

用 反 证 法 证 明 分 解 的 惟一 性 。 若 另 有 分 解 

4 一 了 玫 
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囊 
4 一 了 [7 一 了 订 
由 十 4 是非 奇 异 算 阵 .所 以 地 及 区 也 是 非 坷 异 和 矩阵 ,因而 
TI 一 了 


而 过 字 是 下 三 角 生 阵 目 宣 对 角 线 元 索 全 为 1,77F :为 上 三 角 和 矩阵 , 故 上 式 成 立 的 充 要 条 件 是 ， 
DEF 一 了 地 一 已 〈 厂 是 呈 阶 单位 阵 ) 

从 而 攻 = 切 渤 一 之 。 惟 …… 性 得 到 证 明 。 

震 垂 阵 4 非 奇 异 , 但 不 满足 所 有 的 顺序 主子 式 都 不 为 零 这 一 条 件 , 那 么 应 用 Guass 列 主 元 
消去 法 ,也 可 以 将 给 阵 4 分 解 。 邵 : 

第 1 次 消 元 :将 第 1 行 与 列 主 元 素 a 由 所 在 的 第 ”~ 行进 行 交 换 , 相 当 于 将 方程 组 4X= 吾 左 
磁 矩 阵 天 ，, 即 : 

Pi 4 一 Pi 有 
经 第 1 次 镑 元 后 ,得 ， 
元 站 疡 4 一 了 Pi 有 


即 系数 矩阵 为 : 
放 一世 IPA 
其 中 
0 0 和 00 1 …… 0 第 1 行 
1 0 0 0 0 
0 1 0 0 0 
-一 总 避 1 看 刀 
1 0 0 0 …… 0| 第 六 行 
口 本 日 于 日 本 站 站 性 四 二 遇 了 站 


性 昌 间 时 二 目 昌 站 站 心 四 昌 昌 人 
类 朴 地 ,经 ”一 1 次 消 元 后 ,有 ， 
4 一 也 PP 4 oa 
如 果 预 上 玩 知道 每 一 个 疡 一 1， 2 一 1) 则 在 销 元 之 前 就 全 部 作 交 换 , 即 : 
PP eePr 4 一 PA 
其 中 ,P= 已 ，P, ,Pi , 即 原 方程 变 为 ， 
疡 4 各 一 产妇 
然后 再 消 元 ,相当 子 对 已 4 做 三 角 分 解 疡 4=77。 称 和 矩阵 4 的 这 种 分 解 为 ITr 分 解 ,并 有 以 下 
定理 
定理 6.2 阁 4 非 奇 异 , 则 一 定 存在 置换 乍 阵 己 ,使 得 P4 被 分 解 为 一 个 单位 下 三 角 阵 了 和 
一 个 上 三 角 泗 己 的 乘积 , 即 P4 一 ZE7 成 立 。 
这 时 , 原 方 程 组 4X 一 瑟 等 价 计 ， 
已 4 瑟 一 天 皇 
即 等 价 于 求解 ZL 一 已 悍 
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令 站 
人 出 L7= P 日 ， 了 一 了 -0PBB 
也 有 一 了 有 二 区 


2，Doolittle( 杜 里 特 尔 ) 分 解法 
假 攻 系数 矩阵 4 不 策 要 进行 交换 和 且 三 角 分 和 解 是 惟一 的 , 则 4=Z7 可 以 分 解 如 下 : 


1 pp 昨 Pa 
[= 
1 癌 避 了 
于 是 有 ， 

Bi 从 1 上 1 立 : ] 必 玉 11 可 zy 区 13 下 1 
2 姐 3 ii 1 如 昌 于 。 寻 3 开 
Btarz EC | 一 | 1 站 世 是 《6. 11》 
1 全 妇 s3 生 业 二 位 aa 上 3 了 1 总 避 站 和 下 


算 阵 的 这 种 ZL 分 解 称 为 Doolittle 分 解 。 
为 了 计算 二 和 L7 矩阵 ,由 于 系数 和 拖 阵 4 是 已 知 的 ,所 以 可 以 通过 比较 上 式 的 两 边 , 逐 步 把 元 
和 六 构造 出 来 。 
设 a, 为 矩阵 4 的 第 : 行 第 7 列 元 素 , 根 据 抢 阵 节 法 ,有 : 
om 全 一 1 2 
祖 据 工 和 世 垂 阵 的 特点 ， 可 以 将 上 趟 宣 成， 


当 ; 一 了 时 ,oa 一 Sam 人 一 /一 1 2 


站 一 


1 
当 ic 时 ,ay 一 >Eata 十 a (Cj 一 23o 一 127 一 1) 
卢 一 上 


上 
当 > 7 时 ,ai 一 2rhotw 三 一 2 3 2 一 1 


或 者 aa 记 ouotlaa (一 3 一 1) 


根据 上 述 公式 ， 按照 表 6. 2 所 示 的 计算 颇 序 , 逐 野 计算 过 和 z 矩阵 的 各 元 素 。 
并 6.2 FL 炬 阵 元 过 的 计算 顺序 囊 


回国 本 加 
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第 3 行 





第 步 :计算 第 1 层 的 元 塞 , 戎 求 出 xz1 利 第 1 行 的 2 第 ] 有 列 的 天 。 
由 工 阵 的 第 1 行 乘 忌 阵 的 第 1 列 , 先 算出 已 阵 第 1 行 的 元 素 zal* 由 工 阵 的 第 1 行 分 别 乘 忌 
阵 的 各 列 , 算 出 阵 第 1 行 的 元 素 w, 再 由 达 阵 的 各 行 分 别 去 乘 ! 阵 的 第 1 列 , 算 出 工 阵 第 1 列 


的 元 率 六 上 
路 11 一 人 妈 11 (7 一 1) 
区 《一 2 为) 〈6. 12) 


1 
第 二 步 :计算 第 关 层 的 元 素 。 现 假设 已 经 算出 辟 阵 的 前 站 一 1 行 元 素 江 阵 的 前 上 一 1 列 元 
穴 ， F 面 来 计算 孙 阵 的 第 上 行 元 吾 * 志 阵 的 第 开 列 元 素 , 即 计算 zz vi 和 和 4 
由 工 阵 的 第 上 行 乘 Z 阵 的 第 上 列 得 习 阵 第 上 行 的 元 素 zi, 由 碾 阵 的 第 上 行 分 别 乘 忌 阵 的 第 
了 列 (7 一 上 十 1 8 得 苯 阵 第 & 行 的 元 素 z， 再 由 子 阵 的 第 :行人 一直 十 1 天 十 2 分 别 去 溢 
过 阵 的 第 天 列 得 元 阵 第 冯 列 的 元 素 吕 : 


丰 一 ] 
一 a 一 人 > { 此 一 2 3 1) 


p=] 


眶 个 一品 和 一 人 《二 一 23 一 1 一 下 十 1 "天 放 
上 一 1 


业 一 上 
| Cu 人 


站 一 一 一 一 二 一 一 《二 一 23 一 下 一 十 1 下 十 2 


根据 方程 组 (6. 127 和 (6. 13), 逐 层 计算 ,就 可 完成 第 阵子 和 也 各 元 素 的 计算 。 
例 6.5 用 矩阵 分 解法 解 方程 组 : 


(6. 13) 











1 2 3 
2 5 2 
3 1 5 











地 1 
评 8 
二 3 


加 


解 ” 和 矩阵 4 掖 Doolittle 分 解法 进行 分 解 : 
] 2 3 ] 有 有 Tar RE 如 3 
了 吕 之 1 ] 心 D 至 25 此 33 


晶 。 ss 
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年 阵 和 也 的 计算 过 程 如 于 : 
zs 兰 ci 一 ] 
了 1 有 1 一 站 1 一 了 2 一 
2 一 上 1 一 
ti 一 1 一半 


Fi 一 1 一 六 


2ia3 十 如 寻 一 和 2 一 吕 Haz 一 了 
十 tt 一 at 一 一 
8 十 Ba 一 如 0 一 二 82 一 一 上 
1 十 十 芷 一 2 一 呈 zx 一 一 2 
分 解 结 果 为 
1] 2 3 ] bb 昌 ||1 2 了 
aa 5 2 一 |2 ] 1 一 4 
了 1 59 3 bi D 一 纪 
先 解 方程 7Y 一 局 , 即 : 
】 站 站 | 6 3 昌 
2 1 ya | 一 |9| 得 12 一 | 一 3 
3 一 5 3 外 3 一 24 
再 解 方程 世 和 = 了, 类 : 
1 2 号 了 1 全 子 1 ] 
0 1]1 一 4 ||zryrl[ 一 | 一 3 得 |zj=|] 
0 0 一 24j| | | 一 24 zj 1 
例 66 用 Z7 分 解法 求解 线性 方程 组 4 大 一 已 ,其 中 ， 
2 1 一 3 2 
4 一 | 一 1 3 2 喇 一 10 
3 1 一 3 
解 一 将 4 分 解 为 : 
] 四 2 1 一 3 
了 一 | 一 由 .5 ] 1 { 一 | 3.5 已. 
1.3 一 避 1428 1 0 0 1.5714 
首先 求解 了 7 一 呈 , 即 : 
1 妖 日 1 [3 2 
已. 5 ] 613yz = | 
1 5 一 0 1428 1 1393 1 
解 之 得 : 
1 一 之 


好 一 站 小 2XTO 5 一 ] 
拉 一 ] 一 & 和 将 3 一 站 工 X( 一 0 1428) 一 一 1 8572 
然后 求 忌 充 一 了 ，, 即 ， 
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2 1 一 3 Ti 2 
中 明 1.57]4. 3 一 1 8372 
一 一 1 .85357271.5714 一 一 1.1818 
.一 (一 0 0.ra)73.5 一 如 4545 
4 一 《2 一 了 一 3ri)/2 一 一 1 
解 二 在 MATLARB 中 ,4 的 7 分解 函数 是 lu, 这 个 困 数 的 调用 格式 通常 是 : 
[LU 一 lu(Ay 
其 中 ,4 是 待 分 解 的 矩阵 ;二 ,D 分 别 代 表 前 面 讨论 的 过 和 总 。 
A 一 12,1, 一 3: 一 1,3.2: 3,1 ,一 3 B 一 此 0; 1 
LU 一 tu《 辣 )3 


得 到 原 方 程 组 的 解 为 : 


1.0000 0 
一 , 3333 1.0000 明 
人 昌 且 日 了 7 1000 1. 0000 
【可 一 
3.0000 1.0000 一 3.0000 
D 3. 3333 1.0000 
所 D 一 1.10500 
首先 求解 了 , 即 : 
了 一 TAB; 
得 盖 
1.0000 
履 . 3333 
1. 3000 
然后 求解 藉 , 即 ， 
多 二 UNY， 
得 X~ 
一 1.Dbo00 
性 . 站 5 于 5 
一 ,181 名 
解 三 在 MATI.AB 中 ,方程 组 的 解 也 可 以 直接 由 下 列 矩 阵 运 算得 到 , 贡 ， 
六 有 盖 呈 ; 天 一 及 
和 六 关 一 吾 ， 用 一 届 克 人 1 吾 


3. Crout{( 克 洛 特 ) 分 解法 


假设 系数 矩阵 4 不 需要 进行 变换 , 且 三 角 分 解 是 惟一 的 。Crout 分 解法 也 基 一 种 直接 分 解 ， 
即 4 一 7 ,与 Doolittle 分 解法 的 区 别 在 于 ,过 是 一 般 下 三 角 阵 ， 而 他 是 一 个 单位 上 三 角 阵 。 即 ， 
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占 眶 1 呈 ] 癌 性 ] 此] 寺 此; 
人 2 好 on ， 7 ， sr 曲 1 
恒 一 王 生 有 是 王 国 到 申 《6. 1 和 


人 1 7 机 2 避 妃 避 
比较 式 66. 147 的 两 边 ,就 可 以 推出 矩阵 7 和 的 计算 公式 。Crout 分 解 方法 是 , 先 计算 祈 的 
第 列 , 然 后 再 计算 己 的 第 > 行 。 
第 一 步 : 先 计算 志和 矩阵 的 第 1 列 。 由 地 阵 的 各 行 分 别 去 乘 阵 的 第 1 列 ,得 ; 


上 一 站 , LE ] , 册 有 《得 . 5 
第 二 步 : 再 计算 已 矩阵 的 第 1 行 。 由 世 阵 的 第 1 行 分 别 去 乘 尽 阵 的 各 列 , 得 : 
zi 一 cl 了 一 《 旦 .站 


车 已 计算 出 由 元 矩阵 的 前 > 一 1 列 元 素 和 心 矩阵 的 前 r 一 1 行 元 素 , 则 可 得 到 达 和 盾 阵 的 第 > 
列 元 素 和 六 矩阵 的 第 ~ 行 元 素 , 即 ; 


一 a 一 六 一 六 ) 六 十 1 4 电 
本 (6. 17) 
co 一 | ea 一 人 > rr 十 ] 六 十 2 夫 
这 里 > 一 1,2,3,…,r。 于 是 ,方程 组 4 一 电 等 价 于 ， 
7 一 吾 
iD 
通过 逐次 向 前 代 和 人 过程 ,得 7 了 = 互 的 解 为 ; 
为 一 让 / 
《6. 18》 


一】 
y# 一 [5 一 > 记 一 了 ,3 
再 通过 逐次 向 后 回 代 过 程 ,得 以 X 一 7 的 解 为 : 


工 一 .yn 
| Ga 


理 
二 一 划一 pt ?一 天 一 1 
了 一 1 十 1 


4，Cihoiesky( 乔 列 斯 基 ) 分 解法 


若 失 阵 4 的 三 角 分 解 是 惟一 的 , 则 通过 比较 和 矩阵 4 的 Doolittle 分 解 惩 阵 世 和 Crount 分 解 
矩阵 二 的 元 素 可 知 , 两 者 对 角 线 上 的 元 素 是 相等 的 , 即 ; 


ar 一 和 一 12， 
若 令 
五 一 diag(Czilykozyere ytia) 
则 有 
4 一 TFT 一 (FDI)CODTID) 一 了 
因此 , 挎 阵 4 的 分 解 可 写成 ; 


4 一 了 站 必 【6. 201 
其 中 ,是 单位 下 三 角 阵 , 慷 是 单位 上 三 角 阵 , 厂 是 对 和 角 阵 ,矩阵 4 的 这 种 分 解 也 是 惟一 的 。 
若 4 为 对 称 正 定 邱 阵 , 则 在 (6,. 20) 中 有 性 王 了 7 ,于 是 有 :; 
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4 一 也 PP 亲 一 也 DD1 一 (也 D 二 )( 碟 站 2 一 天 7 《6. 2] ) 
其 中 , 工 为 下 三 角 阵 ,将 (6. 21) 式 展开 ,有 : 
人 加 1 
Ce 交 ， 人 妖 7 sa 了 
| :， : :  “， : 46221 
Ga er 0 0 


根据 矩阵 乘法 ,比较 (6. 22)? 式 两 边 , 有 ， 


让 一】 
号 二 一 
2 一 >》 了 玖 十 本 7 广 一 .2 
是 = 1 


ai 一 六 1 十 天 一 1,2 一 


业 一 | 


于 是 ,得 到 矩阵 工 元 素 的 计算 公式 为 ， 
! 一 | En 他/ 已 


1 一 [o 一 S /1 

黄 中 一 1 2 一 十 1 十 2 按照 证 的 计算 顺序 ,矩阵 元 

的 元 完 全 可 以 计算 出 来 。 称 矩阵 4 一 2 的 这 种 分 解 为 Cholesky 分 解 。 于 是 ,方程 组 4 式 =- 

召 可 分 解 成 了 = 吕 和 产 X=Y 两 个 方程 组 米 求 解 , 即 ， 
站 


一 ] 
3 一 (一 2 / 刻 一 总 34 妈 
业 吧 1 


Ze 一 3 加/ 
8 《6 25 
| 一 关 一 下 天 一 定 2 

此 另 t 十] 


上 述 解 方程 组 的 方法 , 称 为 Cholesky 分 解 方法 或 平方 扫 法 。 
Cholesky 分 解 的 缺点 是 需要 进行 开平 方 运算 。 为 避免 开平 方 运算 可 以 作 如 下 分 解 : 


(6. 231》 


(6. 24 ) 


4 一 了 DT 【6 267 
Gil Ti2 1 2 ] 2 
了 ”. 四 
六 si 玉 1 4 0 dd ] 


根据 牌 阵 条 法 ,比较 56. 27)? 式 两 边 , 即 ， 
az 一 了 nds 十 23 
柯 ] 


于 是 ,得 到 矩阵 刀 各 工 元 索 的 计算 公式 为 ; 


于 一 了 
二 一 ar 一 信号 小 
上 一 


Fr 一 ] 
生 一 [as 一 assj /aa 


点 吧 ] 


《6. 28) 


二 人 在。 数值 计算 方法 (MATI.AH 语言 版 


其 中 汪 120 一 rr 十 1r 十 2 按照 二 一 2 一 起 一 ci 一 as 一 一 的 计算 顺序 , 放 竹 
和 字 的 元 素 完全 可 以 计算 出 来 。 称 矩阵 4 一 二 PF 的 这 种 分 解 为 改进 的 Cholesky 分 解 。 于 
是 ,方程 组 4X 一 六 可 分 解 成 77Y= 吾 和 了 =D 7 两 个 方程 组 来 求解 , 即 ， 


切 一 向 

41 《29 ) 
[一 一》 1 一 立 ， 革 rw ， 拓 

丰 一 1 


2 一 net 
| (6,. 30) 


刀 一 3 人 一 人 > 1 一 2 


上 一 上 十 1 


土 述 解 方程 组 的 方法 , 称 为 改进 的 Cholesky 分 解 方法 或 改进 的 平方 根 法 。 
Cholesky 分 解 方法 的 优点 是 不 用 选 主 元 。 由 


要 rr = 六 
生 =- ] 
可 知 


二 Van。 是 一 了 二， 反 

中 间 量 六 得 以 拧 制 ,不 会 产生 由 中 间 量 放大 而 使 计算 出 现 不 稳定 的 现象 。 

在 求解 大 型 方程 组 时 ,节省 存 导 单 元 是 很 重要 的 。 由 于 生 阵 4 是 对 称 的 ,只 要 将 其 下 三 角 
阵 逐 行 存 人 一 维 数 组 4561:M) 中 即 可 ,其 中 : 

计 一 1 十 2 十 3 十 十 天 一 天 人 十 1)72 
设 S 表示 矩阵 4 的 下 三 角 部 分 前 ;一 1 行 元 素 的 和 , 则 
一 Fi 一 ]772 

因此 ,av 在 4(1 : 1) 中 显然 是 第 S 十 了 个 元 素 , 即 aijC 委 门 存放 于 40S 十 . 门 单元 中 ,。 设 有 一 . 

个 na 盖 3 的 正定 对 称 线性 方程 组 , 则 系数 上 矩阵 4 为 ， 


Gil 站 了 
骨 一 < 广 22 1 1 一 、 一 6 
3 性 3 安 33 

故 一 维 数 组 为 4(1 : 6), 有 6 个 元 素 。 元 京 as 应 存放 在 下 列 位 置 单元 中 
4(S+.J)=4| 2 十 2 一 4(5) 
一 般 地 ,在 程序 运行 过 程 中 , 逐 行 算出 方 和 刀 后 ,已 和 到 对 应 于 系数 矩阵 4 的 存放 位 置 为 ， 


如 11 dt 
他 2 上 弛 _ 1 好 
人 1 1 


时 1 en 
例如 ,一 3 人 5] 婚 23 全 ft 
31 人 了 全 33 3 as 二 


例 6. 7 用 乔 列 斯 基 方 法 解 下 列 线性 方程 组 : 
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一 2 了 1 十 177y 十]107r3 一 了 
一 本 m 十 07 十 9ra 一 一 7 
解 ”该 方程 组 的 系数 抢 阵 4 为 正定 对 称 阵 , 即 ， 


好 11 
作 一 | 人 2 人 22 
3 时 3 33 


计算 上 和 如 G 一 1.2,3j7 一 1 一 1)， 
;一 1 ， 赴 一 an 一 4 
一 2 一 1 一 (ai 一 0 一 一 274 一 一 172 
二 一 (as 一 中 呈 ) 一 17 一 41172732 一 16 
i 一 3 一 1] 1 一 (ai 一 DA/d 一 一 44 一 一 ] 
一 2 一 (as 一 中 0 一 人 10 一 4 一 172)2 一 1)7716 一 172 
三 一 09 一直 站 一 才 生 一 9 一 必 一 1)2 一 16(017232 一 1 
计算 全 一 1 2，3j 一 1 一 1); 
名 一 由 一 站 
袜 二 可 一 丰 一 3 一 (一 1720。10 一 8 
3 一 六 一 丰 轨 一 有 一 一 7 一 (一 1 人 10 一 1727 人 8 一 一 】 
计算 总 一 3,2,1; 天 一 上 十 1.… 3)， 
253 一 ya/ 下 一 0 一 一 171 一 一 ] 
zz 一 yi 一 1 一 8816 一 (172) 一 (一 1)= 一 1 
1 一 3ali 一 Pt 一 zs 一 1074 一 (一 172) 人 1 一 (一 1 一 1 一 572 十 172 一 1 一 2 


6.2.4 解 三 对 角 方 程 组 的 追赶 法 


在 实 原 数 值 计算 问 题 中 ,例如 三 次 样 条 表 数 择 值 .用 差分 方法 解 常 微分 方程 的 边 值 问题 
等 ,常常 秽 到 下 列 形式 的 方程 组 


二 站 一 2 一 征 Try 一 】 





er 民 1 寻 

al to ez 人 好 
Gi 站 上 Ti | 一 | 夺 《6 31 7 

Gn-1 包 -L cr | | zl 1 

好。 已 节 ， 好 


用 移 阵 表示 为 4X 一 忆 。 这 类 方程 组 的 系数 矩阵 为 三 对 角 垂 阵 , 是 一 种 带 状 的 稀 朴 矩阵 ,其 非 零 
元 素 集中 分 布 在 主 对 角 线 及 其 相 邻 两 条 次 对 角 线 上 ,并 满足 下 列 条 件 : 


| | 盖 | 

arr 4 天 0 一 2 一 
| 久 | 人 2e 

称 这 种 特殊 形式 的 线性 方程 组 为 三 对 角 方 程 组 。 可 以 用 Guass 消 元 法 来 求 其 全 部 的 解 . 
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1 消 元 过 程 
先 将 方程 组 (6. 31) 中 第 1 个 方程 r, 的 系数 化 为 1, 得 ， 
人 十 中 人 二 | 
陈 中 :二 cy 和. 二 纪 / 店 。 在 方程 组 (6. 31)? 中 ,除了 第 1 个 方程 外 ,只 有 第 2 个 方程 中 含有 变量 
-2 所 以 消 元 过 程 很 简单 ,于 是 有 : 
T 卡 BT 一 3 
起 中 ,sa 关 ca 一 乓 6 加 一 (一 We 一 za 。 依 次 顺序 做 下 去 ,直到 第 大 一 1 个 方程 ， 
有 : 


-TF 一 1 十 而- 


利用 上 起 消去 第 头 个 方程 中 的 二 即 ， 


《一 下 1 直 e1 一 引 一 贡 1 


得 三 十 ET 一 记 
因此 ,一直 做 下 去 , 当 上 一 ”一 1 时 , 便 有 : 
了 _1 十 2r -1 一 1 
用 上 式 消 去 方程 组 (6. 31) 最 后 一 个 方程 的 变量 r,_ 得: 
工 n 二 
式 中 光一 和 二 艺 -。 通 过 以 上 的 消 元 过 程 , 方 程 组 (6. 31) 变 为: 
1] 的 守 3 水 
上 生 光 人 2 
: | 一 | : 《6. 32》 
1 了 -| -1 wm 一 1t 
1 Din 
其 中 ,系数 为 ， 
BC/ 和 
六 (6. 33) 


后 一 三 丰 一 说) 一 了 3 一 


和 一 【二 一 外 1 一 区 1 本 刘 一 二 ， 了 yy， 庆 


2. 回 代 过 程 
方程 组 (6. 32) 实 际 上 是 一 组 递 推 关系 式 , 自 下 而 上 回 代 , 即 可 依次 求 出 方程 组 的 解 ; 
人 ， 
. 《0.3 有》 
开 一 其 一 于 Ti 二 其 一] 有 一 2 
以 上 就 是 解 三 对 角 方 程 组 的 追赶 法 。 简 言 之 ,追赶 法 由 如 下 两 个 过 程 构成 ， 
《了 追 的 过 程 ( 消 泡 ) : 按 (6， 33) 式 顺序 逐步 计算 系数 四 az- 和 1 


《0 赶 的 过 程 ( 回 人 民 ) : 按 人 6. 34) 式 逆序 逐步 求 出 解 了 ,rr 于 
在 追赶 法 的 计算 过 程 中 不 会 出 现 小 主 元 素 , 因 此 不 会 引起 伟人 误差 的 严重 增长 ,最 然 筷 赶 
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法 的 原理 与 Guass 消去 法 相同 ,但 考 卢 到 方程 组 (6. 31)? 的 特点 ,计算 时 将 系数 中 大 芋 零 元 素 扩 
开 , 从 而 大 大 节省 了 计算 量 ( 仅 为 5 次 箭 除 法 )。 必 须 注意 :为 使 追赶 法 的 计算 过 程 不 竹中 贿 ， 
必须 保证 46. 31) 式 的 分 母 全 不 为 零 。 


6.3 范 数 和 误 卷 分 析 


6.3.1 和 问 量 范 数 和 和 矩阵 范 数 


设 站 "为 实 2 维 向 量 空间 ,C" 为 复 上 维 向 量 空间 。 用 天 表示 六 御 委 ,天 表示 下 ”和 C， 
于 为 实数 域 及 或 复数 域 C。 


1， 拘 和 量 范 数 


定 久 人 2 若 操 上 任意 一 向 量 * ,对 应 一 个 非 负 实数 ‖x | ,对 于 任意 ?ER 本 及 aE 关 ,满足 
如 下 条 件 ， 

(1) 非 负 性 站 x 用 0 且 下 xz 站 一 8 的 充 要 条 件 是 x 一 0; 

(27》 齐 次 性 ax 一 |allz|s 

[3》 三 和 不 等 式 |‖z+7 了 上 委 1 直 * 下 十 沾 了 站。 
则 称 | zx | 为 向 量 x 的 范 数 。 


常用 的 向 量 范 数 有 ， 
G) 1 范 考 ;| xh= >)lzil (3) 2 范 数 :jz 上 一 { 立 | 站 
(3) co 范 数 :| zx 外 一 maxiz| (4 户 范 数 ,xz 一 (1 
2. 怎 阵 邯 数 


定 尽 和 3 车 入 上任 一 矩阵 4 一 (Cas)sxw 对 庶 一 个 非 负 实数 1 4 1‖ ,对 于 任意 的 吾 生 下。 
和 o 拓 下 ,满足 如 下 条 件 ， 
(1) 非 负 性 | 下 4 目 0, 且 上 4 上 =0 的 充 要 条 件 是 4 一 中 
《2) 齐 次 性 和 ad 有 三 elas 
(3) 三 角 不 等 式 ‖4 十 呈 有 和 下 4 和 十 站 吾 1; 
(4) 乘法 未 等 式 站 4 到 站 4 下 十 呈 让 。 
则 称 | 4 | 为 矩阵 4 的 范 数 。 
定义 和 4 若 向 量 x 的 范 数 1 xz 上 和 竹 阵 4 的 范 数 | 4 | 满足 : 
| az 委 生 41x 
则 称 和 矩阵 范 数 | 4 1 和 向 量 范 数 | 外 zx 站 是 相符 的。 
定 必 6.5 设 上 外 | 为 天 上 任 一 穆 向 量 范 数 , 称 
过 工 
上 4 = mex 14z1 = max 直人 上 
为 答 阵 4 的 范 数 , 或 所 和 癌 量 范 数 产生 的 从 属 范 数 或 算 子 范 数 。 
和 抢 阵 4 的 凡 种 从 属 范 数 有 ， 
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(1 荡 数 : 什 4 4 一 max 之 ,ao 《2 ce 范 数 :1& | = 一 mas 之 jlav| 


(3) 下 范 数 :141:=| > le (4》2 范 数 ,上 4 := 5C4A4) 


在 矩阵 4 的 2 范 数 中 , 称 P(4 4) 一 maxl7 | 为 4 人 4 的 道 半 径 ,4 为 424 的 特征 值 ,424 为 4 
的 共 琵 转 置 。 在 一 般 情况 下 ,矩阵 4 的 庶 半 径 不 超过 4 的 任 一 范 数 , 即 ， 
4) < 一 站 4 
当 4 为 正规 矩阵 即 4?4=442 时 ,有 : 
| 4 一 Pd4) 


3 范 数 的 有 关 定 理 


定理 6.3 设 矿 妃 一 ‖x 为 瑟 上 的 任意 同 量 范 数 , 则 六 xz? 是 zx 的 连续 函数 。 
定理 4.4 设 | zi 和 1x, 为 向 量 x 在 妨 上 的 任意 两 种 范 数 , 则 存在 常数 0<c: 夺 cs ,使 得 
下 趟 成 立 ， 
cl 区 攻 鹤 站 直 sses 站 1 


定理 6.5$ 向 量 序列 tr”} 收 伍 于 回 量 x" 的 充 要 条 件 是 ， 


一 并 ”中 一 0 汉 oo 
其 中 ,外 ， 目 为 夺 " 上任 一 种 同 量 范 数 。 
证 了 明 必要 性 :因为 lmx” 一 并 :所 以 jimtr 一 ) 一 0, 故 lim | > 一 站 一 让 。 
充分 性 :对 于 六 上 任 一 种 向 量 范 数 | xi1 ,存在 常数 0<eis 委 cs， 使 得 
ct 二 吕 一 二 站 委 下 x 呈 一 < 下- 达 cs jx 宕 一 < 
因为 lim | zx 一 下 一 9, 所 以 im | x 冤 一 二 外 -一 0, 故 
limGr “一世 ) 一 0， 以 而 limx “一 帮 " 
定理 6.6 著 4E8”, 则 lim4" 一 0 的 充 要 条 件 是 AcC4)<1。 
定理 46.7 车 外 4 站 <1, 则 z+H4 为 非 奇异 矩阵 , 且 


- 1 
] 女 一 - 
1 十 4) 入 这 林 
证 明 和 由 2(4) 短 外 41 <1 可 知 ,7 一 4 非 奇 异 , 且 tim4" 一 0。 
又 困 为 他 一 4( 休 十 4 十 4 十 和 十 4 一 了 一 4 所 以 
7 十 4 十 4 十 司 十 下 一 (7 一 4 一 4 
当 A~co 时 ,得 站 一 (一 4 一 1， 


二 严 丰 


1 (07 一 4 下 有 六 条 妥 六 有 4 人 一 一 下， 
业 一 站 下 一 心 ] | 4 | 


例 6.8 设 4=| ， | 计算 44 4 14E al 


解 |4 外 一 maxf3,7) 一 ? 1 4 疏 三 maxfdt,67 一 6 
1 4 卜 = (十 22 十 32 十 委 ) 计 = 30 


一 角 
Ah )- |, 特征 方程 中 304 十 4 一 De 一 15 寺 Y 221 
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外 4 用 一 204 4 -V15+ vv 


6.3.2 和 天 阵 的 条 件数 和 误差 分 析 

对 于 线性 方程 组 4X 二 有 ,4 为 非 奇异 矩阵 , 贡 为 方程 组 的 准确 解 。 现 分 析 各 种 扰动 的 方 称 
组 解 的 影响 。 

1. 设 4 精确 , 刀 有 小 扰动 ,相应 地 方程 组 的 解 为 下 十 5 








抠 动 方程 推导 如 下 ， 
和 (有 汀 个 国 ) 一 玉 十 仿 召 
于 是 和 X 一 用 
1581 < 14- LeR 1 
由 4X 一 号 ,得 ; 
181<i4ILS 
从 而 度 和 <144D (6. 35) 


(6. 35) 式 表明 ,相对 误差 上 1881 71 下 被 放大 了 1 4 2 和 4 人 稿 。 由 此 可 见 , 用 4 
1 4 外 是 决定 解 好 坏 的 主要 因素 之 一 ,能 够 刻画 解 对 原始 数据 扰动 的 灵敏 程度 。 
定 尽 6.6 称 cond(4) 一 外 4 下 4 为 矩阵 4 的 条 件数 ,通常 使 用 的 条 件数 有 : 


17 condfa) 一 |‖4 站 | 下 加 外 < 


四 sd4T74)7  、 
(2) ceond(47) 一 | 4 下 4 Mr 。 当 4 为 对 称 丁 阵 时 ,cond(4)2 一 本 


其 中 ,hyann 分 别 是 4 的 忽 对 值 最 大 和 最 小 的 特征 值 。 
当 condt4) 六 1 时 ,方程 组 是 病态 的 , 当 eond(47? 较 小 时 ,方程 组 是 良 态 的 。 


2. 设 电 精 确 ,4 有 小 扰动 54, 相 应 地 方程 组 的 解 为 下 十 5 





扰动 方程 推导 如 下 
(4 十 B4) (各 十 @ 禹 ) 一 已 
《4 十 4) 王 十 (4 十 BIG 一 月 
(4 十 B4) 人 各 一 一 人 4 
4 人 (7 十 4-184) 他 一 一 个 
得 X 一 一 (7 十 47-1847 14-184 巧 
@ 夺 
玫 和 CA+4e4-14- Na41 
由 于 4 十 64 非 奇 异 的 充分 条 件 是 ‖ 434 1 过 1, 故 有 : 
四 1 
| (十 47284) 1= 王 TBT BT， 
而 4-1841 < 和 4 84 一时 人 [人 =。 ndcad) 直 94 |， 
， 下 人 习 | _ _ 下 84 
< ] 1 1 一 1 
所 以 了 文 委 | (7 十 134) 和 4 下 4 攻 和 4 


| 4 一 34 1 
SI 145| 1 .641 
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phd 《AL 让 1 
<- 一 下 全 fxT f。 3 
Df 对 [4 了 
从 上 面 的 分 析 中 可 以 看 出 ,条 件数 cond(41 是 判断 一 个 矩阵 是 否 为 病态 的 一 个 重要 参量 。 


雪 condt4)= 一 1 时 ,方程 组 的 状态 最 好 。 


6.4 解 线性 方程 组 的 迭 代 法 


解 线性 方程 组 的 迭代 法 是 将 求解 方程 组 移 问 题 转化 为 一 个 无 穷 序 列 , 用 这 个 无 穷 序 列 去 
逐步 尿 近 精确 解 。 即 
六 大 一 再 人 天 一 各 对 十 矿区 怖 041 一 让 是 和 时 十 乒 
这 种 方法 算法 简单 ,编程 较 和 容易 ,但 对 方程 组 药 系 数 矩 阵 4 有 特殊 要 求 ,以便 保证 迁 代 过 
程 收 伍 。 常 用 于 解 高 阶 方程 组 和 系数 振 阵 是 稀 玻 敌阵 的 线性 方程 组 。 
6. 4. 1 Jacobi( 雅 可 比 ) 迭 代 法 


对 于 线性 方程 组 (6. 1), 若 ar 共 00=1,22), 则 可 以 改写 为 ， 





孜 攻 
即 区 本 








Ta 一 在 iT 十 六 
Ta 一 1TA/aiidt 一 全 2 一 光一 aeza 十 如) (6. 37》 
一】 一 全 于 一 一 嫩 1 了 na] 十 忆 ) 
巾 此 可 以 列 出 迭代 格式 为 : 
一 人 -> j 生 | 他 一 上 2 
和 号 | 
或 pr 一 二 人 oz 人 全; 全 人 一 1 2 《1 38) 


了 一 ?十 1 


称 (6. 38) 为 Jacobi 选 代 法 ， 下 面 用 矩阵 形式 来 表示 Jacobi 选 代 法 ， 
对 线性 方程 组 4 工 一 召 , 假 设 系 数 托 阵 4 非 奇 蜡 , 并 且 对 朋 元 素 a 关 00 一 1,2, nm) 将 系 
数 和 矩阵 4 作 如 下 分 解 : 


入 一 大 十 也 十 忒 
其 中 
旭 襟 11 人 ia 如 1 
了 二 az 日 ，D= 克 22 rr 站 
避 习 
al 个 a 1 丰 本 
于 是 有 
(元 十 五 十 忆 ) 和 一 吾 
五 失 一 轴 一 (了 十 ED 区 
有 二 一 有 (了 十 有 十 五 一 吾 
得 到 Jacobi 选 代 公 式 为 ， 


有 “一 一 站 天 十 熙 大 和 十 石 -如 
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令 忆 一 一 口 区 05 二 0 一 六 !, 得 : 
XIG+1 一 晤 其 由 十 扩 《6. 39) 
称 筷 阵 吾 , 为 Jacobi 选 代 法 的 选 代 矩 阵 。 

应 用 Jacobi 选 代 法 解 线性 方程 组 , 先 给 出 各 个 变量 .rr*,…,rs 的 初始 迁 代 值 X"… . 按 选 代 
格式 进行 计算 ,将 第 类 次 的 迁 代 计算 结果 关 扫 与 第 上 一 1 次 的 过 代 计算 结果 X7 进行 比较 , 若 
满足 | 刁 中 一 X <e 则 终止 欠 代 过 程 , 得 到 选 代 计算 结果 于” ;否则 ,继续 进行 迁 代 ,直至 满 
足 精度 要 求 e 为 止 。 

例 允 9 用 Jacobhi 和 克 代 法 和 解 线 性 方程 组 : 

107 一 一 2r3 一 7. 2 
| 3 
一 了 一 2 中 5.73 一 于 


克 人 一 有 17 扫 十 0 27 扩 十 9. 72 
工 共 0 17 全 十 0 227 人 十 0 83 
2 
给 出 奈 代 初 值 :r 一 一 2 一 0 计算 结果 史 表 6 3。 
家 43 设 6.9 选 代 计 算 关 果 











0.00000 | 0. 72000 10.97100 | 1.08700 | 工 008535 | 革 095]10 | 1. 0983d | 开 -0994Y | 1 9981 
0 00D00 | 0. 83000 1. 07000 | 1. 15710 | 1 18534 | 1 19510 | 1. 19834 | 1 199 和 iT | 1 19941 
0 00000 | ,80D00 15000 | 二. 4820 | 1.28282 | 1. 29414 | 1 295D4 | 1. 29934 | 1. 29978 


选 代 进行 8,9 次 优 一 8,9) 的 结果 为 : 
工作 一 1.09981， gg 一 1.19941， zt 各 一 1.29978 
人 一 1.09994， 了 和 一 ]. 19994， zt 一 1,29992 
当选 代 次 数 再 增加 时 , 先 代 结果 将 越 来 越 接近 方程 给 的 精确 解 , 即 : 
21 一 ].1， .ro 一 1.2， = 一 1.3 


例 6.10 用 Jacobi 远 代 法 (第 阵 形式 ) 解 下 询 方 程 组 (精确 到 10 3) ， 





| 石生 一 了 .08 ] [2 
站 .门生 号 一 0 15 | 1 
避 bd 一 电 ， 0 三 入 3 


如 
中 
各 
解 ”将 系数 矩阵 4 的 对 角 元 素 归 一 化 ,得 ; 


1 006 一 002[z [2 
。 03 1 一 和 | | 一 ， 
0.01 一 002 1 村 5 
Jacobi 迁 代 公式 为 ， 


1 避 一 申 . D6 了. | 71 2 
了 2 | 一 -一 心 ， 如 号 0 属 ， 心 5 本 十 3 
外 [ool 002 0 | ， 


由 于 1C -一 4.08<1, 所 以 对 于 任意 的 初始 向 量 zoE 及 。 上 述 选 代 过 程 产生 的 向 量 序列 
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约 收 帝 . 取 .天 一 [2.3,5】 做 选 代 初 值 ,有 有 ， 


站 ! | 0 一 心 ,06 
一 | .| 一 | 一心 0 


0.02] [2 位 1.92 

rr [一 0 00 0 上 4.04. 

re 0 一 0 06 0021[1.92 21]1 1， 

r5 | 二 | - -0.03 6 0.05||13.191-+ 13|= |3， 

本 [一 0.01 02 : ， 
-1 人 一 0.06 0.021 [1.9094 2 

. 1 | 二 _ 03 站 站 。 | ， e+ 中 -| 
站 查 0.01] 0.02 0 」15.0446 5 


一 总 ,DOD172 
一 一 全 .站 站 全 5 和 晤 





31 
.和 





9094 
罗 
日 4 和 4 各 
]. 昌 00 晶 22 各 


3. 194948 
5 了 44794 


间 . 吕 DU19 二 - 
上 一 000548 
= ay 二 电 癌 [3 Te _ 口 ， 口 吕 ， 


所 0.09X0. 000548 一 0. 00004932< 一 0. 00005 一 
因为 * “已 满足 精度 要 求 , 故 停止 迭代 计算 。 


6. 4.2 Guass-Seidel( 高 斯 - 赛 德 尔 ) 和 迭代 法 


在 Jacohi 渤 伐 法 的 第 上 十 1 殉 选 伐 过 程 中 ,计算 所 有 的 和 2 ( 即 ft+Dz 
是 利用 第 到 次 选 代 计算 的 结果 号 居 进 行 的 。 事实 上 ,在 计算 ze+D 时 了 Ge+D,z 


ve 


经 计算 出 来 了 ,如 果 方 程 组 迁 代 过 程 是 收 敏 的 ,那么 最 新 计算 出 的 zf yz 


已 .8 


7T” 即 为 满足 精度 要 求 的 近似 解 。 


人 + vs， 
和 


全 1 ， 四 


于 人 让] ) 都 
都 已 
20 要 二 


旧 值 了 zz 更 加 逼近 精确 解 。 因 此 ， 可 以 利用 这 些 新 值 来 代替 旧 值 ,加 速 送 代 过 程 。 
于 是 ,对 Jacobi 法 代 法 加 坟 修 改 ， 可 得 到 新 的 迁 代 公 趟 ， 
re 直人 一 工 吕 + 一 azo] (全 2 【二 站) 
,= 计 1 
称 ( 人 6, 4 为 后 ass-Sejdel 迁 代 法 (4GS 法 )。 其 乞 阵 形式 是， 
〈 工 十 用 十 站) 开 一 吾 
已 X 一 一 下 磋 一 玉 苦 
WetD 一 一 站 1 一 门 -UK 二 D-1B 
如 果 {P 十 大 ) 存在 , 则 有 
(万 十 了 arD 一 一 苛 和 十 百 
其 一 一 人 五 十 了 二 了 7 文中 十 ( 瑟 十 无) 如 
令 玉 一 一 (D 十 TIDTF==(D 二 7 得 ， 
磊 间 一 甩 尼 全 十 下 《6. 1) 


称 撼 阵 呈 .为 (Guass-Seidel 夺 代 法 的 选 代 第 阵 ， 


为 了 节省 存储 单元 ,可 将 新 值 rw” 存 人 有 值 zf 所 占用 的 单元 内 ,只 需 把 (6. 40) 式 括号 


中 的 后 两 项 合并 , 即 可 写 如 下 的 动态 形式 ， 
| 一 > Jar /ua 
公 ， 


一 12:3.- 7 
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-- ” - -- 一 -~ -一 一 -ww ma =-- 一 -一 


一 般 来 说,Guass :Seidel 选 代 法 比 Jacohpi 选 伐 法 好 ,但 有 时 可 能 出 现 {uass-Seidel 夺 代 法 
收 敏 慢 ,. 甚 至 发 散 的 情况 ,而 Jacobi 选 代 法 反而 收 名 .使 用 时 .要 根据 具体 实际 问题 选择 怡 当 的 
算法 . 
例 和 11 用 上 nass-Seide] 选 代 法 解 线性 方程 组 : 
1 一 了 一 业 3 一 了 .对 
| 3 
一 1 一 2 十 573 一 和. 2 
解 建立 选 代 格 式 , 即 ， 
了 [一 个 六 的 十 各 2 十 各 72 
人 了 2 有 
xD 一 0. 2704D 十 0.2rgD 0.84 


给 出 选 代 初 值 :xz 全 一 > 各 一 z 扣 一 0 计算 结果 网 表 6. 4。 
江上 4 全 511 的 选 代 计 算 结 果 















寺 ，0D99999 昌 





















让 0 DOODON ] .09313 | 1. 09913 ] ， 间 昌 中 贡 中 
工科 DoOnon | 0 9o0200 |] 1.16719 | 1. 19572 | 1,19947 | 1.19993 | 1. 19999 
0 DoonD 】 1. 16440 | 1.28205 | 1.2977 人 上 1 29992 | .29996 | 1。30000 





6.4.3 超 松弛 适 代 法 


超 松弛 法 是 对 Guass-Seidel 迁 代 法 的 进一步 改进 , 它 是 一 种 线性 加 速 方 法 ,可 以 加 快 半 和 代 
的 收 伍 速度 。 其 基本 思想 是 ,将 前 一 步 选 代 结 果 zt 与 Guass-Seidei 选 代 法 所 求 得 的 选 代 值 
et 适当 加 权 平 均 , 以 获得 更 好 的 近似 值 x2 。 即 : 


1 -一 上 吕 
TD 人 一 oz 由 十 二 { 一 > as + 一 Gor 人 | 了 一 (6， 42、 
杂 | 二 一 7 十 | 


(6. 42) 式 称 为 超 松 继 选 代 法 (SOR) ,其 中 心 是 松弛 因子 。 当 松弛 因子 ww 一 1 时 , 赵 松 弛 法 406. 412 
式 就 简化 为 Guass-Seidel 渤 伐 法。 
可 以 证 明 , 对 于 线性 方程 组 4X 关 号 ,有 ， 
(1) 超 松 弛 迁 找 法 收 伍 的 必要 条 侍 是 0<<ow<2; 
(2 若 4 为 对 称 正定 阵 , 有 0<eo<2, 则 超 松 弛 选 代 过 程 收 贷 ; 
(3) 若 4 为 严格 对 角 下 优 阵 , 则 当 0<w<1 时 , 帮 代 过 程 收敛 。 
当 超 松 弛 选 代 法 收 和 多 时 ,如 上行 选取 中 使 收 仇 速度 最 锯 呢 ? 目前 只 有 少数 特殊 类 型 的 甜 阵 ， 
才 有 计算 wm 的 最 佳 值 的 理论 公式。 因此 ,在 实际 应 用 时 有 一 定 困难 . 通常 是 采用 试 算法 来 确定 
wo 的 最 佳 近似 值 , 或 者 是 先 取 一 个 上 值 ,根据 选 代 过 程 收 伍 速度 的 快慢 ,随时 修改 ,从 而 逐步 
找到 最 佳 的 w 值 。 
例 6.12 试用 超 松 弛 和 迭代 法 求 图 6. 1 所 示 电 路 网 络 中 节点 aa 二 和 5 处 的 电压 。 
解 ”根据 电路 理论 , 流 人 和 流出 节点 absce 处 的 电流 总 和 为 替 , 即 : 
fe 一 20)72 十 (ee 一 让 4 十 (e 一 马 )73 一 站 
【一 ET 一 DA73 Ce 一 和)75 一 站 
(一 5373 汪 (ee 一 BA3e 一 5 一 
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图 4.1 电路 网 结 图 
疏 本 为 等 价 方程 组 , 即 : 
《172 十 174 十 173)e 一 6 4 一 73==2072 
一 eof 4 十 (174 十 173 十 175)e 一 euA5 一 0 
一 ea73 一 如 /5 十 !173 十 173 十 175)e: 一 573 
用 MATLAB 语言 求解 方程 组 的 程序 如 下 ， 
clear 
a 一 [LI1/2 十 174 十 173， 一 174 ,一 173; 
一 174,174 十 173 十 175， 一 175# 
一 173, 一 175,173 十 173 十 175]， 
Yy 一 L2073.0,，573]; 
X 一 ZeTrOSK1 371 
ww 一 2 
for 此 一 1:50 
erIOIT 一 避 
for 1 一 13:3 
5 一 心 
Xb 一 X 人 ij 
for j 一 1;3 
Ki 一世 
S 一 S 十 afKi ti 关 XCiD 
忆 革 村 
已 区 村 
KK 一 轴 关 《YES)Aafiiy 十 (1-W》 关 基 人 7 
error 一 efrot 十 abs(Kx(iDD-Xby》， 
| 
fprintfO lt, No 一 吃 3. 时 ,error 王 听 7. 2evn ,itierror) 
夺 error73<0. 0001 
break 
end 
en 革 


其 


程序 运行 结果 如 下 : 
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Tt，MNao. 一 ] ,error 一 2.39e 十 站] 
T，Ne, 一 2,eIrTOT 一 4.75e 十 0 
jt，Ne. 一 derreor 一 7. 24e - 0] 
itL，JNo. 一 4error 一 忆 .04e - 避 ] 
Tt No. 一 54error 一 5, 必 3e -02 
Tt，MNo,. 一 Berror 一 1.36e -02 
Tt，No. 关 73etfror 一 4.39e - 日 了 
It Jo. 一 8,eIrOT 一 1].16e -03 
It， No. 三 error 一 3.03e - 04 
It，MNo. 一 10serIOT 一 8 有. 5oe -09 
基 一 13. 3453 石 . 4 和] 8 5 和 20 


6.4.4 和 迭代 法 的 收敛 性 
定义 6.7 划 果 对 固定 的 矩阵 刀 及 向 量 广 对 任意 的 初始 向 量 和 ,由 选 代 公式 


磋 由 HT 一旦 三 二 十 子 【6 43) 
得 出 的 向 量 序列 和 ”都 有 
JmXe 一 X， 
成 立 ,其 中 天 "是 一 确定 向 量 ,不 依赖 于 乞 汪 的 选取 。 刚 称 选 代 公 式 {6. 43)? 是 收 伍 的, 耕 则 是 旨 
散 的 。 
判断 解 方程 组 选 代 法 的 收 伍 定理 婧 下 : 


定理 6.8 设 有 方程 组 总 一 喇 X 十 六 对 于 任意 的 初始 向 量 X 补 及 任意 的 产 选 代 公 式 式 
一 号 夺 十 捕 收 化 的 充 要 条 件 是 ， 
中)< 
证 朋 假设 蕊 " 为 方程 组 民 一 号 X 二 了 了 的 准确 解 , 即 : 
磋 * 一 吾 壬 * 十 于 
对 于 任意 的 韧 值 式 “ 和 任意 的 六 和 代 会 式 为 : 
4 一 有 和 和 才 太 
于 是 让 全 一 大 "一 下 大 十 一 ( 且 革 "十 方 
一 五 ( 碟 人 一 其 "》 
二 在 于 先生 人 和 


一 吨 ! 人 (六 全 一 大 *) 
因为 lim 尽 一 0 的 充 要 条 件 是 P(B)<1, 所 以 limX” 一 X" 充 要 条 件 是 PE 。 
例 和 .13 考察 选 代 公 式 生 4 一 呈 X 十 的 收 黎 性 。 其 中 矩阵 吾 为 ， 


3 3 
0 再 有 

| 和 了 
23 0 


号 
12 12 
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解 ”计算 和 矩 阵 吕 的 特征 值 , 即 ， 
detg 攻 一 百 ) 一 形 十 有 0340909094 十 0 039772727 一 个 
由 二 一 0 3082， 殉 一 由 1541 十 自 , 32455， 用 一 咎 154] 一 各 32455 
11 一 6. 3082<1， | 妇 | 二 | 页 | 一 0 3592 一 1 
of(B)<1, 故 和 0 一 X 十 对 于 任意 各 中 均 收 伍 。 
定 尽 68 若 呈 阶 和 矩阵 忒 满足 : 


>，|avl<las| 一 2 


即 和 矩阵 4 主 对 角 线 元 索 的 绝对 值 大 于 同一 行 中 其 他 元 素 绝 对 值 之 和 , 则 称 矩 阵 4 为 严格 对 角 
占 优 第 阵 。 

定理 6.9 和 兰 寻 为 严格 对 角 占 优 矩 阵 , 则 解 方程 组 4X 一 巨 的 Jasobi 选 代 法 ,Guass-Seidel 
迭代 法 均 收藏 ,对 于 SOR 方法 , 当 0<a<<l 时 选 代 收 伍 ， 

在 实际 应 用 中 ,用 该 定理 判断 选 代 法 的 收 伍 性 是 容易 的 。 


6.5 非 线性 方程 组 的 数值 解法 


非 线性 方程 组 不 能 用 直接 法 来 求解 ,只 能 用 选 代 方法 ,和 最 常用 的 是 牛顿 迭代 法 ,前面 已 
经 讲 过 的 牛顿 法 是 把 非 线性 问题 化 为 线性 问题 来 求解 ,这 种 方法 也 可 用 于 解 非 线性 方程 组 的 
问题 , 即 设法 将 一 个 非 钱 性 方程 组 化 为 线性 方程 组 来 求解 .这 种 转化 是 基于 多 元 函数 的 素 勒 展 
开 。 - 
非 线性 方程 最 一 般 的 形式 为 : 
万 人 Try 
CT) 一 人 
《6. 44》 
搬 (rlyzayeeeyT 一 站 
假说 该 非 线 性 方程 组 的 初始 近似 解 为 (riyry…yxr) 和 方程 组 精确 解 Cz- 1 的 
误 善 为 (Ari At ,内 工 ) 。 将 (6， 440 在 点 (zlrzryyo) 处 进行 Taylor 展开 ,并 忽略 高 阶 项 ， 
得 : 
万 ( 十 和 十) 一 大 (rr 二 20 “ Ar 十:… 十 妥 ” 忆 T 


云 ， 丈 。 
《6. 45》 
可 
六 四 二 AnemTAt 一 六 norsz) 十 开 ” Az 十 …… 十 2z。 “ 

1 和 7T， 

在 (6. 45) 式 左边 十 羡 1 即 为 方程 给 (6， 4t7 的 根 (Cr 证 人 :所 以 

Ce Te 一 站 《 才 一 ] 2，yP) 
、a/ 
页 >， Ar 一 一 六 Cn resa) 《 古 一 上 下， 立 并 ) 【站 .本 


其 中 , 偏 导数 是 用 初 值 计算 的 ,等 式 (6. 46) 的 右边 成 了 常数 矩阵 。 将 上 式 写 成 矩阵 形式 ， 
JaArzr 一 一 顾 
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《6. 46) 式 是 关于 AztG 一 1,2……m) 的 线性 方程 组 。 妆 系数 矩阵 的 行列 式 ,7 和 关 0 时 ,方程 组 
有 惟一 解 ,7 称 为 Jacobiazx!( 牙 克 比 ?和 矩阵。 这 样 ,就 把 求解 非 线性 方程 组 问题 北 为 求解 线性 方程 
组 的 根 Ar 的 问题 了 。 用 它 作为 修正 因子 , 则 得 到 方程 组 (6. 447? 的 近似 和解 


下 二 让 一 下 从 ?十 矶 了 全) fi 一 1 2. 《6. 47》 
式 中 :并 一 0,1,2, 为 选 代 次 数 。 当 前 后 两 谍 夫 代 绪 果 
| 人 一 | <e 


时 ,迭代 过 程 结束 ;否则 ,继续 选 代 直到 满足 精度 要 求 为 止 。 在 迁 代 过 程 中 ,常用 -2<0. 00001 
G=1,2,…y 站 作为 检验 修正 因子 Axr, 是 否 充分 小 的 标准 。 开 始 选 代 时 ,给 出 选 代 初 值 xf" 。 

牛顿 选 代 法 是 较为 满意 的 求解 线性 方程 组 的 方法 , 它 同 样 存在 收敛 性 问题 一 般 牛 顿 迭 代 
法 的 收 敏 域 的 大 小 与 方程 组 中 方程 的 阶 数 和 方程 的 个 数 成 相反 的 关系 。 牛 顿 选 代 法 对 初 值 的 
要 求 较 高 ,当选 取 的 初 值 数 为 精确 时 , 收 伍 速度 是 很 快 的 (具有 二 阶 收敛 速度 ) 。 但 每 透 代 一 次 
者 要 计算 一 次 系数 徐 阵 , 解 -一 次 线性 方程 组 ,因此 计算 重 也 是 相当 大 的 ,幸好 一 般 工程 问题 的 
方程 阶 数 和 个 数 都 不 会 太 高 。 

例 6.14 用 牛顿 进 代 法 解 : 


4 一 za 十 1 一 
一 六 十 4z 十 喜好 一 0 


解 ” 计 算 方程 组 左边 函数 表达 式 的 偏 导 数 以 及 (6. 46) 式 右边 的 常数 上 , 即 ， 


ai 1 2 
芝 一 4 十 106 1， az 1 
af ，， 1] a7。 
志 一 1 十 可 3 到 ,一 4 
取 选 代 初 值 为 zi 一 zx” 一 0 则 
a/ 坟 _ 及 纺 _ 
和 一 人 二 短 ,一 ] ， 贡 ; 一 ， 于 :一 人 
六 0) 一 方 ， 六 (人 0) 一 属 
按 (6. 46) 式 , 则 可 以 列 出 关于 Ar 和 和 Ar; 的 线性 方程 组 ， 
0 9 
十， 1Azri 一 Ac 一 人 
一 Azf 十 Ar 一 0 
解 之 ,得 ， 
z 人 一 0 233766233 
和 了 名 一作 . 058441555 
和 


z 全 一 了 全 十 Ar 人 一 0. 233766233 
了 几 一 过 和 十 Ar 各 一 0. 058441555 
继续 从 代 计 算 ,直到 满足 精度 要 求 为 止 。 所 得 结果 多 表 6. 5。 
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表 丰 5 例 614 的 求解 结果 


人 之 日 人 3 日， 辽 呈 3 了 提 站 和 3 心口 5 生 了 44 二 3 站 ， 菇 与 个 让 | 半 5 呈 
一 必 菇 昌 ]1599 电 0. 了 3200D6243 一 二 日 各 工 宇 2 站 2 总 ， 切 呈 6613327 
一 恬 . 日 DODD39237 了 7 了 日 - 立 3 之 5570O 一 全 DUOD168OT 性 。 必 吕 日 4443255 
一 有 .了 70D8B72 X 光 107 癌 . 工 卫 25 人 全 昌 呈 7 站. 2628097 区 了 0 避 . D56d451517 


非 线性 方程 组 的 解 为 





riS0.23257， za 衬 0. 05645 
本 童 小 纺 


本 章 主 要 讨论 了 线性 方程 组 的 数值 解法 。 

夺 代 方法 是 将 线性 方程 给 转化 为 一 种 能 够 收敛 的 夺 伐 的 式 。 迁 代 插 式 的 结构 和 迁 代 初 值 
沃 定 了 选 代 的 可 能 性 ,以 及 结果 的 精度 和 从 代 速度 、 雅 可 比 远 代 法 .G-S 方法 和 超 松 弛 (SOR) 
法 三 种 选 伐 方法 之 间 是 有 联系 的 ,后 者 是 前 者 的 改进 .G-S 法 只 代 过 程 的 更 新 值 立即 可 以 被 利 
用 ,从 而 有 利于 提高 收 倒 速度 :此 外 ,G-S 方法 中 ,有 旧 值 可 以 被 新 值 材 盖 , 所 以 程序 结构 很 简单 。 
SOR 方法 利用 了 一 个 松弛 因子 ,使 渤 代 速 床 比 G-S 方法 更 快 。 

线性 方程 给 的 消去 法 由 消 元 和 回 代 两 个 过 程 组 成 。 选 列 主 元 消去 法 可 以 避免 解 题 过 程 的 
中 断 。 对 于 系数 矩阵 是 三 角 对 角 阵 (也 是 稀 琉 矩阵 ?的 特殊 线性 方程 组 , 则 常常 采用 追赶 法 。 

运用 线性 代数 的 数学 原理 解 线性 方程 组 更 为 简 薄 。 可 以 利用 第 阵 的 Z7 分 解 函 数 ,做 几 步 
简单 运算 即 可 求 得 方程 组 的 解 。 

解 非 线性 方程 组 的 牛顿 选 代 法 基于 泰勒 级 数 , 将 非 线性 方程 变 为 线性 方程 求解 。 

学 习 本 章 主 要 应 掌握 ; 

(1》 选 代 格式 的 建立 基础 ; 

《2) 雅 可 比 只 代 法 .G-S 方法 和 超 松弛 (SOR)? 法 三 种 近代 方法 的 共同 点 和 不 同 点 ; 

《3) 高 斯 选 列 主 元 清 去 法 的 优点 ; 

《4》 追赶 法 应用 场合 ; 

(5) 各 种 矩阵 分 解法 ; 

《6) 解 非 线性 方程 组 的 牛顿 过 代 法 。 


习 题 六 
6.1 证 明 下 列 左边 的 线性 方程 组 4 蕊 一 吾 等 价 于 右边 的 上 三 角 强 性 方程 组 避 X 一 了 ,并 解 
方 竹 组。 
2341 十 432 一 zy 一 一 4 27) 十 下 to 一 [ri 一 一 4 
【] 1 和 taranra 37z 十 6zs 一 12 
ti 十 37z 十 273 一 5 3 一 
ZI 十 T 十 875 一 ?7 Ti 十 了 Tz 十 6Gzrs 一 ? 
《2》 | -antanr 3z， 十 15z3 一 9 
-1 一 2 十 3z3 一 1 127: 一 12 
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《号 》 2T1 十 3zs 十 .ra 一 13 
一 工 十 4z: 一 4 一 了 3 


| 


和 


【47 4371 十 Or 十 3x3 一 5 
3.51 十 区 十 有 一 荆 7 
Fl 十 8zs 十 4z3 十 站 7 一 昌 
T1 十 DTre 十 4zs 一 324 一 一 音 
了 1 十 4 十 ?3 十 25 一 1 
了 1 十 373 十 站 天 一 2 一 一半 
9 


《57 


2zi 十 3xrs 一 zs 十 zi 一 9 

rr; 十 4z 十 273 一 5 一 了 6 

5zl 十 53z 十 273 一 4 一 了 2 

27l 十 47z 一 475 十 0 一 2 
《7》 


《67 


3 一 了 TFT 一 了 一 上 之 
再 工 3 十 宇 1 一 站 
3 一 一 日 


6.2 试 将 下 列 炬 阵 分 解 为 工 ,DZ 第 阵 : 


上 总 一 


6.3 用 高 斯 消去 法 解 于 列 方 程 组 ; 
271: 十 Te 十 T3 一 4 
《1 7 [tastenr 
工 十 2z3 十 2zs 一 5 
2 十 二 一 2 一 3 
【2 | 和 ts-a。 
一 区 一 2 十 2 一 一 中 
3 一定 224 一 一 5 
《3 |sstzs=- 


231 十 3 一 字 一 一 部 


271 一 27z 十 57a 一 

5 了 :一 4rs 一 了 

襄 . 0z 一 1.8 

一 57| 十 27rz 一 2 一 一 ] 
D. 4 了 :十 2. 8z3 一 4 名 

一 10z3 一 一 1 

4z1 十 8zy 十 47s 十 DT 一 
3 十 3 一 3 一 一 让 

二 2 十 4z 一 12 

4 一 2 

32821 十 业 T 一 由 Fa 十 晶 芋 一 2 
Yi1 十 57s 一 5x3 一 374 一 18 
2z1 十 37 十 工 : 十 3 一 8 
了 十 4 一 人 十 全 本 一 此 
1 十 2 十 帮工 一 工 一 晶 
一 了 工 一 T5 十 2z4 一 一 9 

一 2Ti 十 37 一 一 1]10 

1. 5r 一 一 3 


6,4 用 列 主 元 消去 法 解 下 列 方程 组 并 求 行列 式 ， 


271 一 了 一 交 一生 

《1 rnramcn 
3 了 1 一 2r 十 4zs 一 11 
321 一 了 二 4473 一 7 

《2) 上- 


人 一 呈 一 避 一 站 


6.5 用 雅 可 比 和 迭代 法 解 王 列 方程 组 ， 


"141 ， 
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| 
《了 >) TI 十 5 一 37 一 了 


[> 十 了 一 07 一 一 1 





马 全 1 十 .六 一 二 
(2 1 
二] 一 站 一 品 
2.7) 一 了 
.小 寺 ， 自 - 一 44. 5 
《3 1 


一 3r1 十 口 . 57， 一 一 .6 
2T1 一 2 十 十 十， 一 由 避 
6 人 用 人- 于 代 法 解 题 6.5。 
6.7 用 超 松 厚 法 解 题 6.5,w 一 1.2。 


6.8 图 6.2 给 出 了 某 城市 单行 街道 的 交通 流量 (每 小 时 讨 村 数 ) 网 络 玫 。 假 设 ， 
(1》 网 络 的 全 部 流入 车 量 等 于 全 部 流出 车 量 ; 
《2) 每 个 节点 的 流入 车 量 等 于 流出 车 量 。 
记 建 立 数 学 模型 确定 该 交通 贺 络 未 知 部 分 的 具体 流量 。 


宇 ， 1 90 虽 





用 62 革 市 交通 流量 网 络 图 
6.9 设 有 线性 方程 组 


一 和 十 4 十 2 一 20 
271 一 3 十 10xz; 一 3 
也 者 始 向 量 z…” 一 [一 3,1,1] ,分 别 用 雅 可 比 选 代 和 G-S 迁 代 法 求解 ,和 要求 满足 max 
[zf 一 委 10 时 终止 选 代 。 
6. 10 用 MATLAB 看 序 写 出 M 文件 ,对 下 列 系 阵 进行 选 列 主 元 消去 法 计算 逆 第 阵 


昌 5 1 
六 一 | 一】 右 3 
3 一 9 5 


| 一 下 2 


6 11 用 ZL7 分解 求 远 下 列 方 程 ， 


2 一 ] 心上人 1 
(1 - 2 - 叶 - 

虱 ” 一 】 2 3 

2 一 了 | 人 2 
-3 

1 一 1 1 有 





MATLAB 编程 基础 





本 章 简明 地 介绍 了 MATLARBR 语言 的 基本 知识 和 编程 技术 , 供 教 学 者 使 用 或 参考 。 


7.1 MATLAB 的 特点 


1984 年 ,MiathWorks 双 闭 推出 数值 计算 软件 MATLAE, 历 经 20 客 年 的 发 展 ,M 太 T]. 太 刷 
已 经 成 为 21 所 纪 最 流行 的 科学 计算 软件 。MATILAB 具有 强 天 的 科学 计算 能 力 和 出 色 的 图 形 
处 理 功能 ,广泛 地 应 用 于 教学 和 科研 之 中 ,是 人 们 进行 科学 计算 等 工作 的 强大 而 有 力 的 工具 。 
概括 起 来 ,MATLAB 具有 以 下 优点 ; 

1 MATLAB 功能 强大 

MATILAB 分 为 总 软件 包 和 若干 个 工具 箱 (为 许多 专业 领域 开发 了 功能 强大 的 模块 集 或 
工具 箱 ,拥有 6005 才 个 工程 中 要 用 到 的 数学 运算 郴 数 ), 将 数值 计算 功能 .符号 运算 功能 和 图 形 
处 理 巧 能 高 度 地 集成 在 一 起 ,用 户 直接 使 用 这 些 工具 箱 而 不 项 要 自己 编写 代码 ,就 可 以 方便 地 
实现 数值 分 析 、 优 化 .统计 .自动 控制 .信号 处 理 ,. 图 像 处 理 等 若干 个 领域 的 科学 计算 .符号 运 
算 .数据 可 视 化 和 图 形 .图像 处 理 等 任务 。 其 中 ,强大 的 矩阵 计算 功能 是 MATIAB 科学 计算 功 
能 的 重要 组 成 部 分 ,是 区 别 其 他 程序 语言 的 重要 标志 。 

2) MATLAB 围 形 处 理 功 能 出 色 

MATILAB 具有 出 色 的 科学 计算 可 锅 化 功能 ,不 仅 可 以 绘制 一 般 的 二 维 . 三 维 图 形 , 如 线 
图 ,条 形 图 、 饼 图 . 散 点 图 、 直 方 图 与 误差 条 图 等 ,还 可 以 绘制 工程 特性 较 强 的 特殊 图 形 ,如 玫瑰 
花 图 、 极 坐标 图 等 . 在 数据 处 理 方面 ,MATLABS 可 以 用 丰富 的 图 形 来 表现 数据 的 特征 , 如 二 维 
三 维 等 值 线 图 ,矢量 图 ,三 维 甫 面 图 . 假 彩 色 图 .云图 .二 维 三 维 流 线 图 .三 维 彩色 流 锥 图 .流沙 
图 . 流 带 图 . 流 管 图 .卷曲 图 与 切片 图 等 。 

3》 MATLAB 程序 代码 简 清 

MATILAB 语法 规则 与 一 般 的 结 攀 化 高 级 编程 语言 如 忆 语言 等 大 同 小 异 , 但 MATLAB 实 
现 了 常量 .变量 .向 量 和 矩阵 等 数据 类 型 的 商 度 统一 ,用 户 不 需要 事先 分 别 定义 数据 类 型 就 可 
以 直接 使 用 它们 ,并 且 语 法 葛 加 简单 ,程序 代码 简洁 ;同时 ,MATI.AHB 已 经 将 数学 问题 的 具体 
算法 编 成 了 现成 的 函数 ,用 户 只 要 熟悉 算法 的 特点 .使 用 场合 .函数 的 调用 格式 和 参数 意义 等 ， 
通过 调用 盯 数 就 可 以 很 快 地 解决 问题 . 因此 ,使 用 MATLABE 语言 ,编程 得 到 了 很 大 简化 ,编程 
效率 商 . 

4 MATLAB 使 用 方便 .扩展 能 力 强 

MATLAB 程序 文件 是 一 个 纯 文 本 文件 ,扩展 名 为 .m, 用 任何 字 处 理 软 件 都 可 以 对 它 进 行 
编辑 。 MATIAB 本 身 就 像 一 个 解释 系统 ,对 其 中 的 函数 程序 的 执行 以 一 种 解释 执行 的 方式 进 
行 ,程序 不 必 经 过 编译 就 可 以 直接 运行 ,而 且 能 够 及 时 报告 出 现 的 错误 ,进行 出 错 原 因 分 析 , 程 
序 调试 容易 .编程 效率 高 。 由 于 MATLARB 对 函数 程序 的 执行 是 以 一 种 解释 的 方式 进行 的 , 因 
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而 MATI.AB 完全 成 了 一 个 开放 的 系统 ,用 户 可 以 方便 地 看 到 丁 数 的 天 程 序 , 也 可 以 方便 地 开 
发 自己 的 程序 ,甚至 创建 自己 的 " 库 ” 以 扩展 MATLAB 的 功能 , 


7.2 MATLAB 的 基本 操作 


双击 系统 桌面 的 MATLAB 图 标 , 或 者 在 开始 某 单 的 程序 选项 中 选择 MATLAR 快捷 方 
式 , 或 者 在 MATLABE 的 安装 路 径 的 bin 子 目录 中 双击 可 执行 文件 matlab, axe, 都 可 以 启动 
MATLAE, 初次 启动 MATLAB 后 ,将 进入 MATLAB 默认 设置 的 桌面 平台 ,如 图 ?7.1 所 示 ( 本 
书 主 要 以 MATLAB 6 5 版 本 为 例 , 并 具体 介绍 其 有 关内 容 ) 。 





LO 上 wm 6 Mi Die 


世 和 cr 可 才 









转 7.1 MATLAB 启动 界面 


在 默认 情况 下 , 桌 而 平台 包括 5 个 窗口 ,分别 是 MATLAB 主 窗 口 ,命令 窗口 ,命令 历 由 窗 
口 ,当前 目录 窗口 和 工作 空间 人 窗口 。 


1. MATLAB 主 窗口 


MATLAB 6.5 的 主 窗口 包含 其 他 的 上 4 个 窗口 。 主 窗口 不 能 进行 任何 计算 任务 的 损 作 ,只 
用 来 进行 一 些 整 体 的 环境 参数 的 设置 等 。 

(1) MATLABE 程 序 路 径 的 设置 : 单 击 "File" 下 拉 菜 单 ,点 击 “Ser Path" ,会 强 出 图 7.2 所 示 
的 对 话 窗 口 ,点 击 “Add Folder”, 浏 览 文件 夹 ,找到 需要 运行 程序 所 在 的 文件 淆 位 置 , 按 * 确 定 * 
后 窗口 中 就 会 新 添 一 条 用 户 设 置 的 路 径 ; 按 “Save”" 和 "Ciose" ,退出 对 话 窗口 ,以 后 只 要 在 份 今 
窗口 中 键入 该 路 径 下 的 MATLAB 应 用 程序 ,就 可 以 正常 运行 ,不 会 出 现 找 不 到 路 径 的 错误 
了 , 这 是 因为 MATLAB 的 一 切 操作 都 是 在 它 的 搜索 路 径 ( 包 括 当 前 路 径 ) 中 进行 的 ,如 果 调 用 
的 本 数 在 搜索 路 径 之 外 ,MATLAB 则 认为 此 函数 并 不 存在 。 因 此 ,必须 抱 应 用 程序 所 在 的 目 
录 扩 展 成 MATLAB 的 搜索 路 径 ， 

(2 打开 文本 编辑 轿 : 单 击 “"File" 下 拉 药 单 , 点 击 ^New”, 再 点 击 *M-[liley, 会 弹出 文 杰 编 
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图 7.2 程序 路 径 设 置 


辑 窗 口 ,用户 可 以 编写 自己 的 MATLAB 应 用 程序 (M 文件 和 M 函数 )。 
(3 清除 命令 窗口 中 的 内 容 : 单 击 “Edit" 下 拉 菜 单 ,点 击 “CIear Comrmand Window”, 可 以 
清除 命令 窗口 中 的 所 有 内 容 , 窗 口中 只 剩 下 命令 提示 符 " 二 全 ”， 


2， 命 令 窗 口 


在 MATLAE 的 辣 令 窗口 中 必 盖 二 ”为 运算 提示 符 , 表 示 MATLAB 正 处 在 准备 状态 ,接受 
用 户 的 输 人 指令 。 当 在 提示 符 后 输入 MATLAB 系统 命令 \MATILAB 两 数 (M 两 数 )， 
MATLAB 应 用 程序 (M 文件 ) 和 一 段 MATLAB 表达 式 等 , 按 Enter 键 后 ,MATILAB 将 进行 系 
统管 理工 作 以 及 进行 数值 计算 ,给 出 计算 结果 等 ， 如 果 指 令 集中 调用 了 MATLAB 绘图 命令 ， 
将 会 弹出 图 形 窗口 ,显示 计算 结果 的 数学 图 形 , 指令 完成 之 后 ,MATILAB 再 次 进入 准备 状态 ， 
在 MATI.AB 下 进行 基本 数学 运算 ,只 需 将 运算 式 直接 打 人 提示 号 之 后 ,并 人 刍 人 Enter 键 
即 可 ， 例 如 : 
二 > (10w 19 十 274 一 34)7/2* 3 【Enter) 
ns 
= 一 234. 7500 
MATLAB 会 将 运算 结果 直接 存 人 一 变量 ans, 代 表 MATLAB 运算 后 的 答案 ,并 在 屏幕 上 
理 示 其 数值 ,如 昌 在 上 例 中 数学 运算 式 的 结尾 加 上 ”7”, 则 计算 结果 不 会 显示 在 命令 窗口 上 ,要 
得 知 计算 值 只 需 键 人 表示 这 一 数学 运算 式 的 变量 各 即 可 ， 例 如 ; 
二 二 a=(10#+19 十 2/4 一 34)/2#33 (Enter) 
= 王 
234.7500 


3. 命令 历史 窗口 


在 默认 设置 下 ,历史 窗口 中 会 保留 自 安 装 起 所 有 命令 的 历史 记录 ,并 标明 使 用 时 间 ,这 大 
大 方便 了 使 用 者 的 查询 ， 双 击 某 一 行 命令 , 即 在 命令 窗口 中 执行 该 行 命 令 。 


*。 站 全。 数值 计算 方法 (MATI.APR 语 襄 版 ) 


-一 一- - -一 一 --: -一 -一 一 一 -一 一 - 一 .一 





= 一 一 一 一 一 一 一 





一 一 一 症 


4,， 当前 肯 录 窗口 


在 当前 月 录 窗 口中 可 显示 或 改变 当前 目录 ,还 可 以 显示 当前 目录 下 的 文件 并 提供 搜索 功 
能 。 达 此 窒 口 中 ,显示 并 改变 当前 目录 的 控件 ,与 主 窗口 中 的 路 径 显 示 控 件 完 全 相同 。 


5s. 工作 空间 窗口 


工作 空间 窗口 是 MATILABEB 的 重要 组 成 部 分 。 在 工作 空间 窗口 中 将 显示 目前 内 存 中 所 有 
的 MATLAB 变量 的 变量 名 、 数 据 结构 . 字 节 数 以 及 类 型 ,不 同 的 变量 类 型 分 别 对 应 不 同 的 变 
量 和 名 图 标 。 


6， MATLAB 的 系统 命令 


MATLAHE 系统 命令 用 于 对 MATLAB 系统 的 管理 ,最 常用 的 MATLAB 系统 命令 有 
cleaf: 铺 理 内 存 变 量 ;clc: 清 除 命令 窗口 ;cld :清除 图 形 和 窗口 ;heip :在线 帮助 ;helpwin ;在线 帮 助 
窗口 等 。 


7. 一 些 常 用 操作 技巧 


在 MATLAE 的 使 用 过 程 中 ,通过 使 用 常用 的 键盘 按键 ( 见 表 ?7.1)? 技 巧 可 以 使 命令 窗口 的 
行宫 作 变 得 简单 容易 。 例 如 ,MATLAB 利用 了 + 4 二 个 游 标 键 , 可 以 将 所 用 过 的 指令 啊 回 来 
重复 使 用 。 按 下 十 则 前 一 次 指令 重新 出 现 , 之 后 再 按 Enter 键 , 即 再 执行 前 一 次 的 指令 .。 而 + 键 
的 功用 则 是 往 后 执行 指令 。 

有 为 外 ,CtrlLC 邑 岗 时 按 Ctrl 及 C 两 个 键 ?可 以 用 来 中 由 执行 中 的 MATLAS 程序 。 

家 7.1 常用 的 键盘 按键 











Ctrl 十 P* 调 用 上 一 行 命 售 
Ctrl 十 nn, 调用 下 一 行 命 今 
Ctrl 十 ,清除 当前 输 人 行 


Ctrl 十 a* 六 标 置 于 当前 行 开 头 
At 十 e ,光标 屠 于 当前 行 末 星 






8S，MATLARH 的 标点 


在 MATILAB 语言 中 ,一 些 标点 ( 见 表 7. 2) 被 赋予 特殊 的 意义 或 代表 一 定 的 运算 。 它 们 被 
MATILAB 变量 和 语句 所 应 用 。 


甫 7.2 常用 运算 符 和 特殊 字 特 









方 括号 ,矩阵 定义 的 标志 等 2 
带 号 ,区 分 列 及 画 数 参 数 分 靖 符 等 
分 叶 , 区 分 行 及 取消 运行 显示 等 


置 号 ,有 具有 族 种 应 用 功能 
续 行 符 
百 分 号 ,注释 标记 






3、MATLAB 的 帮助 系统 
MATILAB 的 帮助 系统 大 致 可 分 为 联机 帮助 系统 ,命令 窗口 查询 帮助 系统 和 联机 演示 系 
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统 二 人类。 上 血 主 要 介绍 命令 窗口 查询 帮助 系统 . 
help 系列 的 帮助 命令 属于 命令 窗口 查 痢 帮助 系统 ,有 help ,help 十 国 数 (上 类) 名 .helpnwin 太 
helpdesk ,其 中 后 两 者 是 用 来 调用 联机 帮助 窗口 的 。 
help 命令 是 最 为 常用 的 命令 . 在 命令 窗口 中 直接 输 人 help 命令 将 会 显示 当前 的 帮助 系统 
中 所 包含 的 所 有 项 目 , 即 搜索 足 径 中 所 有 的 月 录 名 称 。 
在 实际 应 用 中 ,help 十 国 数 (5 类) 名 是 最 有 用 的 -- 个 帮助 命令 ,可 以 帮助 用 户 进行 深 人 的 学 
习 。 例 如 ， 
全 heip log 
LOG Natural logaritharn， 
ITCX) is the natural logarithrm of tbhe elements of X， 
Cormplex results are broduced 于 匡 1s not positive。 
See alsn LOG2，[LOCG10，EXP，[OCGML. 


7.3 MATILAB 的 变量 与 表达 式 


1. 数据 类 漠 


数据 是 计算 机 程序 处 理 的 对 象 。 数 据 可 能 是 整数 .实数 .复数 .数值 筷 阵 或 者 是 字符 .字符 
串 等 ,在 MATLAB 语 言 中 ,这 些 数据 的 类 型 是 相同 的 。 

MATLAB 是 一 种 面 问 矩阵 的 编程 语言 , 它 将 任何 数据 都 看 成 是 第 阵 :一 个 实数 是 虚 部 为 
零 的 复数 ,一 个 复数 是 1X1 的 数值 矩阵 ;向 量 和 字符 申 等 昆 特 殊 的 矩阵 ;一 个 NXM 的 数据 算 
阵 由 NXM 个 复数 元 素 构 成 .矩阵 的 类 型 可 以 是 复数 型 矩阵 .实数 型 矩阵 或 直 字 符 组 成 的 字符 

在 MATLAB 系统 中 , 矩 阵 有 丙种 不 同 的 存 鱼 类 型 , 即 全 元 素 矩 阵 的 存储 方式 或 稀世 矩 阵 
的 存 鱼 方 式 等 。 如 果 MATILAB 变量 是 全 元 素 和 矩阵 ,那么 mxArray 阵列 结构 类 型 包含 有 参数 pr 
和 pi。 其 中 ,pr 是 指向 实 部 向 量 的 指针 ,pi 是 指向 虚 部 向 量 的 指针 。 对 于 大 小 (size) 是 NXM 
(CN 是 敌阵 的 行 (rows),M 是 矩阵 的 列 Cecolumns))? 的 非 稀 朴 复 双 精度 矩阵 .矩阵 的 各 数据 元 素 
存放 在 两 个 双 精 度 (64 位 ?向 量 ( 即 内 存单 元 ) 中 :一 个 存放 实 部 数据 (指针 pr 指向 它 ), 荔 … 个 
容 放 虚 部 数据 (指针 pi 指向 它 )。 如 果 是 实数 , 则 复 双 精 度 矩 阵 中 pi 为 空 (NULL)。 

由 此 可 见 ,MATIAB 实现 变量 数据 类 型 的 统一 ,这 在 很 大 程度 上 简化 了 程序 设计 ， 用 户 
不 秽 要 事先 声明 、 指 定 所 使 用 变量 的 类 型 .定义 变量 的 维 数 ,MATILAR 会 让 动 根据 所 妊 予 变 
基 的 什 或 对 变量 所 进行 的 操作 来 确定 变量 的 类 型 和 维 数 。 在 妊 值 过 程 中 ,如 果 变 量 已 存在 , 则 
MATIAB 语言 将 使 用 新 值 代替 旦 值 , 并 以 新 的 变量 类 型 入 维 数 代替 中 的 变量 类 型 和 维 数 ， 


2. 变量 命名 规则 


下 MATLABE 语言 中 ,变量 的 命名 遵守 如 下 规则 ; 

《1) 变量 名 以 英文 字母 开头 ( 即 第 ~- 个 字符 必须 为 英文 字母 ), 变 量 名 中 可 包含 字母 ,数字 
和 下 划 线 ” ”但 不 能 包含 空格 符 和 其 他 标点 符号 。 

例如 ，V-..31 为 合法 变量 名 ,而 V 一 31,V 31],V=31,V 十 31,V 一 31 等 都 不 是 合法 的 变量 
名 。 


。 148 。 
《2)》 变量 名 中 的 字母 区 分 大 小 写 。 
例如 .单一 字母 X 和 x .A 和 aa 是 不 同 的 变量 名 ,MAT LAREJMAT_lab 和 mat .lab 等 是 

完全 不 同 的 变量 名 ， 

(3) 变量 名 长 度 不 能 起 过 31 个 字符 (第 31 个 字符 之 后 的 字符 将 被 忽 上 ) 。 
例如 .V31 为 合法 变量 各 
需要 说 明 的 是 ,MAT1LAB 语言 与 其 他 的 程序 设计 语言 一 样 , 也 存在 变量 作用 域 的 问题 。 

在 未 如 特殊 觉 明 的 情况 下 ,MATLABR 语言 将 所 识别 的 -- 切 变量 视 为 局 部 变量 , 即 仅 在 其 调用 

的 函数 内 有 效 。 若 要 定义 全 局 变量 ,应 对 变量 进行 声明 , 即 在 该 变量 前 加 关键 字 global. 一 般 来 

说 .全 局 变量 习惯 用 大 写 的 英文 字符 表示 ,以 便 记 忆 和 理解 ， 


3，MATLAE 预定 义 的 变量 


MATLAB 有 一 些 预 定义 的 变量 , 表 7.3 给 出 了 MATLAB 培 言 中 经 常 使 用 的 一 些 预 定义 
的 变量 及 其 吉明 


数 估 计算 方法 (M 上 ATLAT 男 言 版 ) 








家 ?7.3 RMATLAB 预先 定 光 的 变量 










i 或] 


| realtaaax 


虚数 单位 i=j= v 一 1 
最 大 的 正 实数 1. 7877e 十 308 
最 小 的 正 实 数 2. 225ie 一 308 
攻 数 输 人 参数 的 个 数 
耳 数 输出 大 数 的 个 数 


猎 设 的 计算 结果 的 变量 名 
正 的 极 小 值 2. 2204e 一 16 
内奸 的 r 值 

co 值 ,无 限 大 (170) 

无 法 定义 的 一 个 数 5070) 












了 ee 呈 Lot 
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Targln 
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4. MATLABE 的 表达 式 


MATLAH 数 民 计 算 语 句 是 由 表达 式 和 变量 等 组 成 ( 即 MATI.AR 是 表达 式 语 守 ?的 ,用 户 
输入 的 语句 由 MATLAE 系统 直接 解释 运行 。 因 北 , 变 量 和 表达 式 是 使 用 MATLAEB 进行 数值 
计算 的 基础 。MAT1LAB 表达 式 语句 有 两 种 最 常见 的 形式 : 

表达 式 ,或 者 ”变量 = 表达 式 

“表达 式 ” 由 运算 符 , 了 数 .变量 和 数字 组 成 。MATLAB 书写 表达 式 的 规则 与 “手写 算式 ” 
几乎 完全 相同 ,在 MATLAB 中 ,几乎 所 有 的 数值 计算 都 必须 借助 表达 式 来 进行 。 

在 第 一 种 形式 中 ,表达 式 运 算 后 产生 的 结果 由 MATLAB 系 统 自动 赋 给 名 为 ans 的 变量 ， 
并 显示 在 屏幕 上 。ans 是 一 个 默认 的 预定 义 变量 名 , 它 会 在 以 后 的 类 似 操作 中 被 自动 覆盖 掉 。 
所 以 ,对 于 在 后 续 的 计算 中 将 要 用 到 的 人 音 要 结果 ,一 定 要 记录 下 来 ,应 该 使 用 第 二 种 形式 的 语 
句 ( 髓 导语 句 )。 在 第 二 种 形式 中 ,等 导 右 边 的 表达 式 计 算 后 产生 的 结果 由 MATLAB 系统 将 其 
赋 给 等 号 左 进 的 变 重 后 放 人 内 存 中 ,并 显示 在 屏 莫 士 ， 

〖【 例 本 > 人 > 2xsinfpi/dy 十 3. ”2 一 sqrtC9》 

7. 4142 
站 SCPidy 十 3 ”2 一 sqrt《9) 


了 1 42 
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注意 ; 

(1) 在 书写 表达 式 时 ,运算 符 两 侧 允 许 有 至 格 , 以 增加 可 读 性 .表达 式 的 来 尾 可 以 加 上 
“也 可 以 林 加 。 

(2) 如 果 一 个 指令 过 长 可 以 在 缚 尾 加 上 上 省略 号 ”…”( 代 表 此 行 指令 与 下 一 行 连续 ,剩余 
部 分 在 下 一 行 继续 写 完 。 例 如 : 


人 > 人 SS 一 x+ 
6 十 5 
忆 二 台 


(3) MATLAB 常用 算 符 有 :十 (加 )、 一 ( 减 ) ,”( 乘 震 ?、*(〈 乘 )、/( 右 除 )、N 左 除 ), 在 
矩阵 运算 中 有 左 除 和 右 除 的 区 别 , 对 于 数字 运算 则 没有 区 别 。 

(4) 对 于 ATLAB 语言 中 的 数值 显示 覆 式 ,默认 人 情况 下 , 若 数据 为 整数 , 则 以 整 型 表示 :者 
为 实数 , 则 以 保留 小 数 点 后 4 位 的 序 点 型 表示 。 在 MATELAE 系统 中 ,数据 的 储存 和 计算 都 是 以 
双 精 度 进 行 的 ,但 是 用 户 可 以 改变 数据 在 屏幕 上 显示 的 将 式 , 即 可 以 用 format 命令 拉 制 
MATLAB 的 输出 阁 式 ,如 表 ?7.4 所 示 。 应 该 注意 ,format 命令 只 影 响 数据 在 屏幕 上 的 显示 结 


果 ,而 不 会 影响 数据 在 MATILAB 内 的 存储 和 运算。 
囊 ?.4 数据 输出 档 式 


数据 格式 命令 吉 多 
format/format short | 5 位 定点 表示 。 例如 :1, 4142 四 
format long 15 全 定点 表示 。 例 如 :1.41421356237310 
format short e 5 亿 点 囊 示 。 例 如 :1. 4142e 十 000 
fornmat long e 15 位 浮 点 表示 。 人 者 如 :1.414213562373095e 十 000 
forrmat short g 系统 选择 5 区 定点 和 5 位 祥 点 中 更 好 的 表示 
fortmmat iong gg 系统 选择 15 位 定点 和 15 位 涯 点 中 更 好 的 雪 示 
forrmat rationai 近似 的 有 理 数 的 甫 了 杀 。 例 如 :sqttf27 一 13937985 
forrmat hex 十 六 进 制 的 表示 。 例 如 :3ff6a09e657f3 和 cd 
forrmat 十 (plus》 表示 大 怎 阵 是 分 别 用 十 ,一 和 空格 表示 和 矩阵 中 的 正 数 .负数 和 零 
format bank 骨 元 . 角 .分 (美制 ) 定 点 表示 。 便 如 :1.43 
format cotmhpact 变量 之 间 设 有 空 行 
fortmat ]oose 变量 立 间 有 空 行 
s. 营 用 数学 函数 


在 MATILAB 中 ,常用 的 数学 陷 数 包括 三 角 郴 数 和 双 曲 函数 .指数 函数 .复数 函数 . 归 整 函 


数 和 求 余 函 数 , 和 矩阵 变换 画 数 和 其 他 函数 。 表 7. 5 仅 列 出 了 部 分 常用 数学 函数 。 
囊 7.5 部 分 常用 数学 函数 







| sqrt 


leg1b0 








= 总 全 数值 计算 谨 法 1MATLAE 语 主 版 ， 








7.4 MATLAB 和 矩阵 及 运算 


7.4.1 给 阵 的 创建 


当 和 需要 输 和 人 的 抵 阵 维 数 比较 小 时 ,可 以 直接 输入 数据 建立 矩阵 .年 阵 数 据 ( 或 征 阵 元 豆 ) 的 
输入 内 直 如下: 
(1) 输入 年 阵 时 要 以 "L 】 了 "作为 普 尾 符 号 ,和 挎 阵 的 数据 应 放 在 “[ 】 内 部 ,此 时 MATLAB 
才能 将 其 识别 为 乍 阵 : 
(2) 要 逐 行 输入 征 阵 的 数据 ,同行 数据 之 问 可 由 空格 或 “ ,分隔 , 行 与 行 之 间 醋 用"; ?或 回 
车 符 分 出 ; 
《3) 定 阵 数据 可 为 运算 表达 式 ; 
(4) 乱 阵 大 小 可 不 预先 定义 ; 
(5) 如 果 不 想 显示 输入 的 矩阵 (作为 中 间 结 果 ), 可 以 在 和 阵 输入 完成 后 以 “: ”结束 ; 
67 无 任何 元 迪 的 空 抵 阵 也 合法 。 
【 例 】 a 一 [1 25] 和 a=[1,2,5] 为 同一 和 纸 阵 ; 
b 一 [3;23551 和 hb 一 [ 癌 3 
2 
5] 为 同一 矩阵 。 
此 外 ,MATLAB 提供 了 一 个 矩阵 缩 辑 器 ,用户 可 以 用 来 创建 和 修改 比较 大 的 矩阵 。 
MATLAB 提供 了 -- 些 生成 笔 阵 的 苹 数 ,用 户 可 以 方便 地 用 他 们 建立 自己 所 需要 的 矩阵 。 
1) 向 量 . 行 矩阵 . 列 矩阵 的 自动 生成 
用 "起 始 值 : 增 量 值 :终止 信 ?” 的 格式 自动 生成 等 差 数 列 。 
【 例 】 六 全 x 一 (1:1:10) %% 表示 “起 始 值 : 增 量 信 :终止 全 ”, 增 量 为 1 时 可 表示 成 
站 “起 始 信 :和 从 止 值 ”*, 即 x 一 (1;10) 或 x 一 1:10 


] 2 号 直 5 了 和 9 bb 
人 215:15 
[一 
9 站 I 台 号 ] ]1 ]z 1 3 了 T5 
用 “linspace{ 起 始 值 :终止 介 : 元 索 数 自 )” 的 格式 自动 生成 等 差 数 列 ;: 用 “logspace{ 起 始 信 ， 
终 正 值 :元 素数 旧 因 的 格式 自动 生成 对 数 等 分 数列 。 
【全 盖 > 一 iinspace(30,50,11) 
一 
0 32 了 1 了 6 38 4 2 4 生 人 6 六 8 5 总 
列 矩 阵 的 生成 格式 如 十: 
【 例 】 了 全 人 > xx 一 01:1:10); 
Yinapaceftog0y 5 6) | 
2) 其 他 矩阵 的 自动 生成 
MATLAB 提供 了 许多 特殊 矩阵 的 生成 耳 数 ,如 堆 矩 阵 zeres(tm,n), 全 部 元 素 征 阵 ones 
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my,n) ,单位 囊 阵 eyetn) ,随机 矩阵 randCmn) 和 麻 方 矩阵 magictn) 等 ,利用 这 些 托 阵 可 以 生成 


所 需要 的 和 托 阵 。 
【 例 了 特 寻 宅 阵 的 生成 。 
全 忽 定义 空 矩 阵 , 即 0X0 托 阵 
1 一 
[ 
> erosf2 :21 吕 定义 全 为 0 的 矩阵 (2X2 的 阵列 ) 
人 Desf3)3) % 定义 全 为 1 的 矩阵 (3X3 的 阵列 ) 
7.4.2 和 矩阵 的 修改 
1. 矩阵 元 素 的 修改 


和 欲 修 改 矩阵 中 某 个 元 素 的 数值 ,应 该 先 确定 该 元 素 的 位 置 , 再 用 赋值 语句 来 实现 。 
【 例 】 根据 元 素 在 矩阵 中 的 存储 顺 库 来 确定 矩阵 元 素 的 位 置 ,再 对 元 素 的 数值 进行 自 


改 。 
xm=[12345678: 
4567891011]; 外 定义 2X8 上 矩阵 ,以 分 号 “8 隔离 各 列 元 素 ,该 宅 阵 表示 
凶 了 每 个 向 量 由 2 个 分 量 构成 的 8 个 向 量 的 多 维 空间 

3 听 找 出 x 的 第 3 个 元 素 , 即 该 矩阵 的 元 素 (1,2) 
上 昌 总 ”一 

避 
> 人 xf01:5) 昕 找 出 x 的 前 5 个 元 素 , 即 第 1 个 到 第 5 个 元 素 


冯 S 一 
1 4 2 5 3 
xd4) 一 100 上 给 x 的 第 4 个 元 素 重 新 感 值 
一 
1 45 
4 1006789 10 1 
>>>x030 = 一] 上 %% 删 除 第 3 个 元 素 , 注 意 拓 阵 变 成 了 1X15 和 矩阵 
， 一 
1 4 1003647586 9 了 


10 8 11 

> xf16) 一 的 上 % 滞 吉 1 个 元 素 ( 加 人 第 16 个 元 素 )。 

v 一 

1 4 10036475869 7 

10 8 1 399 

在 MATLAB 的 内 部 数据 铺 构 中 ,每 一 个 矩阵 都 是 一 个 以 纵 列 为 主 (Colbmn-oriented) 的 
阵列 (Array), 因 此 对 于 和 矩阵 元 素 的 存 取 , 可 用 一 维 或 二 维 的 索引 (Index) 来 定 址 。 

【 例 〗 根据 矩阵 行列 数 来 确定 矩阵 元 素 的 位 置 , 再 对 元 素 的 数值 进行 修改 。 

人 Tan:5) 


昌 0200 1701 439 0.3127 昌 38140 
划 . 70 轴 .d45141 DO272 站, 疙 i29 和 . 有 攻 了 二 
3 一 
了 一 
人 .62bb 0.5751 00438 3127 昌 3840 
由 3705 .4514 日 避 - 怠 129 昌 .6831 


2. 和 矩阵 行列 的 修改 
Atmn) 表 示 和 矩阵 第 串 行 第 n 列 的 元 素 , 中 间 有 ” 光 将 行 和 列 分 开 .。 若 要 同时 表示 和 更 多 的 抵 


阵 元 素 , 可 以 采用 下 列表 示 方 法 
ACE : ) 表示 和 剑 阵 A 第 I 行 全 部 的 元 素 ; 
ADJ) 表示 怎 阵 A 第 ] 列 全 部 的 元 素 ; 


六 人 [1,3] 24) 表示 和 抑 阵 AAA 第 1 行 , 第 3 行 与 第 2 列 ,第 4 列 变 叉 处 的 元 站 
AL1:3j,[2:4]) 表示 和 卸 阵 A 第 1 行 则 第 3 行 与 第 2 列 到 第 4 列 交叉 处 的 元 素 , 也 
可 以 写成 另外 两 种 形式 : Ati:3),(2:47 7 和 羡 (1;3.2:4)。 
有 了 上 矩阵 狗 个 元 素 的 表示 方法 ,就 可以 方便 地 进行 算 阵 行 和 列 的 履 改 。 
【 掀 〗 年 阵 行列 的 伺 改 。 
一 randfd5) 


忆 一 


0.0928 0.0158 中 0575 0.6927 0.3533 
0.0353 0.0164 0.3676 0.0841 0.31536 
0.6124 0.1901 0.6315 0.4544 0.6756 
0 6085 0.5869 0.7176 0.4418 0. 6992 
六 人 > at[L1:3], [2:4])=0 
一 
总 .总 筷 二 贡 口 心 提 .3533 
站. 避 353 避 心 女 心 , 153 
0. 6124 0 0 0 0. 6756 
0.6085 0.5869 0.?7176 0.4418 和. 6992 
定 ad 一 [5 删 除 一 行 元 训 ( 第 4 行 ) 


a 一 
0. 0928 1]1.0000 0 1.0000 0.3533 
0.0353 0 0 0. 1536 
0.6124 1.0000 0 1.0000 小 6756 
> ab 一 [10:20;30] 昨 增加 一 列 元 素 ( 第 5 列 ) 
站 一 了 
0. 0928 1.0000 0 1.0000 0.3533 10.0000 
0. 0353 0 和 0 9. TI536 20.0000 
0. 6124 1.0000 0 1.0000 0.6756 30.0000 
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3, 子 和 矩阵 


可 以 由 一 个 笔 阵 抽取 生成 一 个 子 第 阵 ,或 者 由 玫 个 子 矩 阵 组 合生 成 一 个 新 矩阵 ， 
【 例 了 年 阵 抽 取 生 成 子 定 阵 , 子 乞 阵 组 台 生 成 新 矩阵 。 
六 andf2y3) 
和 一 
心 . 各 928 0 29548324 


0 2731 曲 , 8656 口 .8OD49 
人 > bb 一 ones(2 ,57 
> X 一 [abj 
一 
0.8928 0.2548 0.2324 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 
日 . 273 站 生生 5 全 49 1 工 呈 DUO 1 .00O00 1 0b00 1.0000 oo 
人 一 TaRiect571 
人 一 cf224) 
d 一 
5 7 1 


7.4.3 MATLAB 的 矩阵 运算 


符 阵 运算 是 MATI.AB 语言 最 重要 和 最 具有 特色 的 内 容 之 一 ,是 编程 进行 科学 计算 的 重 
要 基础 。 年 阵 的 运算 包括 诞 阵 的 基本 数学 运算 和 怎 阵 的 函数 运算 。 


1, 矩 中 的 数学 运算 


垂 阵 的 基本 数学 运算 包括 征 阵 的 算术 运算 .与 常数 的 运算 、. 转 置 运算 、. 道 运算 ,行列 式 运 
(1) 笔 阵 的 算术 运算 : 它 是 指 乍 阵 之 间 的 加 . 减 . 乘 、. 除 . 知 等 运算 ;常数 与 矩阵 的 运算 ,是 
常数 同 些 阵 的 各 元 素 之 间 进 行 运算 。 例 如 , 数 加 是 指 竹 阵 的 每 个 元 素 都 加 上 此 常数 , 数 习 是 指 
和 皇 阵 的 每 个 元 素 都 与 此 常数 相 乘 。 需 要 注意 的 是 , 当 进行 数 除 时 ,常数 通常 只 能 做 除数 。 
在 线性 代数 中 , 生 阵 没有 除法 运算 ,只 有 道 乍 阵 。 和 矩阵 除法 运算 是 MATILAB 从 北 征 阵 的 
概念 引申 而 来 ,主要 用 于 解 线性 方程 组 。 
例如 , 设 有 方程 Ax*X=B'X 为 变量 符 阵 ,在 等 式 两 边 局 时 左 秉 inv(A)》, 即 ， 
Inv( 记 )》 关 让 和 关 基 一 iny( 太 7)# 也 ， 及 一 Inv( 丰 7) + 忆 一 点 \B 
即 把 A 的 北 矩 阵 左 乘 以 B,MATILAB 就 记 为 A\, 称 之 为 " 左 除 ".A.B 两 矩阵 的 行 数 必须 相等 。 
如 果 方 程 的 变量 矩阵 在 左 , 系 数 和 矩阵 在 右 , 即 X*A 王 B, 则 同样 有 ， 
久 一 了 B*inv(A) 一 BA 
即 把 A 的 道 矩阵 右 乘 以 B,MATLAB 就 记 为 7/A , 称 之 为 “ 右 除 ".A.B 两 矩阵 的 列 数 必 须 相等 。 
在 MATILAB 中 ,进行 矩阵 的 备 运 算 时 , 拖 阵 可 以 作为 底数 ,指数 是 标量 ,而 矩阵 必须 是 方 
阵 ,第 阵 也 可 以 作为 指数 ,底数 是 标量 ,而 和 托 阵 也 必须 是 方 阵 ;但 矩阵 和 指数 不 能 同时 为 年 阵 ， 
否则 将 显示 错误 信息 。 
【 例 了 年 阵 的 震 运 算 。 
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嗓 np 为 正 整 数 ,an 表示 矩阵 a 自 乘 n 次 


15 22 
人 (一 2) on 为 负 整 数 ,an 表示 矩阵 a 自 乘 n 次 的 逆 
恕 也 3 一 
5, 5000 一 2..5000 
一 3.9500 1.7500 
人 
如 1 一 
10. 482?7 14.1519 
21. 2278 31.7106 
(2) 转 置 运算 :在 MATLABE 中 ,矩阵 转 置 运算 的 表达 式 和 线性 代数 一 样 , 即 对 于 抢 阵 入， 
其 转 置 矩阵 的 MATLAE 表达 式 为 A' .但 应 该 注意 ,在 MATELAB 中 ,有 几 种 类 似 于 转 置 运算 的 
矩阵 元 素 变 换 运 算是 线性 代数 中 没有 的 , 即 ; 
fliptrXy7 将 X 左 右 翻 转 
fipuadX)7 将 江上 于 翻 转 rot90(A) 
将 A 道 时针 方向 旋转 90" 
《3) 逆 矩 阵 运 算 :矩阵 的 道 运算 是 矩阵 运算 中 一 种 重要 的 运算 ,在 线性 代数 及 计算 方法 中 
有 很 多 论述 ,而 在 MATILAB 中 , 求 矩 阵 的 逆 只 需 用 一 个 简单 的 俞 令 inv 就 能 实现 。 
(4) 行列 式 和 秩 运算 ;和 矩阵 的 行列 式 的 值 由 det 函数 计算 得 出 ;矩阵 的 秩 由 rank 函数 来 计算 。 
〖 例 】 计算 和 矩阵 行列 式 的 值 和 矩阵 的 秩 。 
> 一 


et) 
只 站 S 二 


已 
2. 矩阵 的 函数 运算 


矩阵 的 函数 运算 包括 基本 的 数学 函数 运算 ,矩阵 专门 的 函数 运算 以 及 和 矩阵 的 分 解 运算 等 
内 容 。 
1)》 数学 函数 运算 . 
在 MATLAB 中 ,指数 冰 数 expm ,对 数 函 数 jogm. 开 方 函 数 sqrtm 是 把 短 阵 作为 一 个 整体 
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_aae 一 一 "一 一 一 一 一 一 


进行 运算 的 , 即 所 谓 的 答 阵 运算 ;其 他 数学 函数 都 是 对 矩阵 的 元 素 分 别 进 行 运算 的 , 即 所 谓 的 


阵列 运算 。 因 此 ,MATLABH 基本 函数 库 中 的 大 部 分 常用 画 数 都 适合 于 阵列 运算 ,此 时 矩阵 可 
以 是 任意 阶 。 


式 。 


全 了 人 一 eyec2yi 
人 oogmtey》 
ans 一 
性 
心 属 
人 > 一 Ones(2)1 
人 EXPIRCE] 
ans 一 
二, 1945 3. 145 
3. 1945 了 4. 1945 
人 sqrtmte ) 
ans 一 
0.7071 站. 77 
0.7071 和 站 70O71] 
> 人 > aa 一 [0,pi76,pi/3,pi/2]i b 一 [一 1,0,1J] 
全 人 sinfay 
ans 一 
站 .5000 站 .有 站 60。 工 , 己 旧 个 
人 exptb》 
ans 一 
六, 3670 1.0000 2 7]183 
对 其 他 常用 函数 的 和 矩阵 运算 ,如 三 角 函 数 运 算 和 双 曲 函数 运算 等 ,可 以 来 用 通用 晒 数 形 
在 MATILAB 中 使 用 通用 函数 的 格式 为 fanm{(A， funname' ) ,其 中 人 为 输入 和 矩阵 变量 ， 


funname 为 调用 的 函数 名 .如 funmkb,'log') 等 局 于 logm(b) ,funm(bysqrt ) 等 同 于 sqrtm(b)， 
而 funmtb,'sin' 7) ,其 作用 等 局 于 惩 阵 b 的 正弦 运算 。 


【 例 】 盖 人 > e 一 Dnes(22)1 
> 人 funtmgkey sin 》 
ans 一 
如 , 4454 曲 . 二 5 生 提 
必 . 业 546 .454 
ny) 
ans 一 
间 . 虽 15 昌 .8415 
.8415 疙 各 15 
2) 矩阵 二 数 运算 
第 阵 函 数 的 运算 主要 包 揪 特 征 值 的 计算 ,奇异 值 的 计算 ,条 件数 .各 类 范 数 、 算 阵 迹 的 计算 


和 第 阵 的 空间 运算 等 。 


【人 鲍 卫 求 怎 阵 的 维 数 和 长 度 。 
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人 > 人 > a 一 [10.2.12;34,2.4;598,34,6]; 
> 人 > sizefta) % 求 算 阵 的 维 数 《coluinns 久 rows) 
总 JS 一 
引号 
全 人 > lengthta) 上 求 第 阵 的 长 度 , 第 阵 的 长 度 用 癌 量 ( 或 columns) 数 定 艾 
旦 站 S 一 
| 
注意 sizeta) 与 jength(a) 两 者 之 间 的 区 别 。 
3) 和 矩 曙 的 分 解 运算 
矩阵 分 解 运 算 在 第 阵 运 算 中 具有 重 蔓 的 地 位 .在 用 和 矩阵 法 求解 线性 方程 组 时 ,就 要 用 到 竹 
阵 的 分 解 运算 ， 
(1) 矩阵 的 LU 分 解 : 失 阵 LU 分 解 即 答 阵 的 三 角 分 解 :A=LU, 用 于 线性 方程 组 的 求解 。 
在 MATLAR 中 ,TU 分 解 由 lu 本 数 实现 。 
【 例 】 求 A* 共 一 也 的 解 。 其 中 ,AA 一 [5 一 2 1,5, 一 342,1 ,一 5],B 一 [4;23 一 1 
人 > [TU 一 Iaf)》 
L 一: 
1.0000 0 0 
0. 2000 1.0000 
0. 4000 . 3333 1.0000 


1 一 
5.0ouub 一 2 0000 ]1. 0000 
局 3. 4000 一 了 200 
蝇 避 一 4.33393 
人 > 人 UNCLAEB) 
外 一 
1. 0000 
2.0000 
引 .日 


(2) 矩阵 的 Chol 分 解 :如果 A 为 n 阶 对 称 正定 矩阵 , 财 存 在 一 个 非 奇 异 下 三 角 实 矩阵 L ,使 
得 A 一 LIL 。 当 限定 二 的 对 角 元 素 为 正 时 ,这 种 分 解 值 是 惟一 的 , 称 为 Choliesky 分 解 . 在 
MATLAB 中 ,这 种 分 解 由 函数 chol 实现 。 
【 例 ] 全 >a 一 [4, 一 1.1; 一 1,4.25,2.7511 2&.75,3.5]， 
并 一 echolfa) 
1 一 
2. 0000 ”一 0.5000 “0.5000 
D 2. 0000 1.5000 
0 0 1.0000 
(3) 证 阵 的 QR 分 解 : 和 矩阵 的 QR 分 解 即 矩阵 的 正 交 分 解 。 在 求解 矩阵 的 特征 值 时 , 实 阵 上 A 
可 以 与 成 六 一双 民 ,其 中 国 为 正 交 阵 ,R 为 上 三 角 阵 。 若 规定 有 的 对 角 元 为 正 数 , 则 分 解 惟 一 .在 
MATi.AB 中 ,R 分 解 由 qr 函数 实现 。 
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(4) 拭 阵 的 奇异 值 分 解 ,矩阵 的 奇异 值 分解 可 由 困 数 svd 实现 。 调 用 形式 为 :LU.S,Vj= 
svdftX) ,生成 的 US 和 和 立 使 得 其 一 可 XSXV 。 


7.4.4 MATLAB 的 阵列 适 算 


MATLAE 的 运算 是 以 阵列 (array) 运算 和 矩阵 (matrix) 运算 和 凑 种 方式 进行 的 ,而 两 者 
在 MATLAB 的 基本 运算 性 质 上 有 所 不同 :阵列 运算 采用 的 是 元 嘉 对 元 素 的 运算 规则 ,而 矩阵 
运 等 则 是 采用 线性 代数 的 运算 规 赔 . 因 此 ,在 一 些 文献 中 阵列 运算 被 称 为 数组 运算 或 元 素 群 运 
等 ， 阵 列 的 运算 包括 基本 运算 和 函数 运算 两 种 形式 ， 


1. 阵列 的 基本 运算 


在 MATLABH 中 ,阵列 的 基本 运算 采用 扩展 的 等 术 运 算 符 。 即 阵列 匀 ，* ,阵列 陈 . /或 .Yi 
阵列 罕 . ”。 

常数 和 矩阵 之 间 的 数 乘 运算 , 即 为 矩阵 元 圳 分 别 与 此 常数 进行 相 乘 ,常数 在 前 在 后 .加 不 
加 “. ”都 一 样 .常数 和 和 矩阵 之 闻 的 除法 运算 ,对 矩阵 运算 而 言 常数 只 能 做 除数 :而 对 阵列 运算 而 
言 , 由 于 是 “元 嵌 对 元 素 ” 的 运算 ,办 此 没有 任何 艰 制 (但 一 定 要 加 “. " 适 算 )。 

工 例 ]】 a 一 ones(3 ,41); 


人 站 ax*88xrasa 88 和 8. *a 结 果 一 样 
> ap3 o% ar3 和 3sa 都 是 此 阵 除 法 ,结果 一 样 , 但 3/a 和 as3 不 合法 


妞 吉 SS 一 
0. 3333 10.3333 0.3333 0.3333 
0, 3333 0, 3333 .3333 0.3333 
0. 3333 0.3333 0.3333 人 3333 
人 > 人 5 /8 


0. 2000 0. 2000 0 2000 0.2000 
0. 2000 0.2000 0 2000 0.2000 
0. 2000 0.2000 0.2000 0.2000 
阵列 的 者 运 等 运 竺 符 为 “.“”, 它 表示 每 个 矩阵 元 素 单独 进行 枝 运 算 , 这 是 同 矩 阵 的 释 运 
算 不 同 的 ,矩阵 的 释 运 算 和 阵列 的 需 运 算 所 得 的 结果 有 很 大 的 差别 。 
【 例 ]〗 >>>> b 一 [2,2;2,2] ; 
人 > 人 >b ”2 
an3 一 
8 8 


3 
盖 盖 bb ”2 


有 HS 一 
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一 一 一 一 一 一 一 -一 


4 1 
2. 阵列 的 函数 运算 


在 MATI.ARB 中 , 系 阵 按照 阵列 运算 规则 进行 指数 运算 .对 数 运 算 和 开 方 运算 的 命令 分 别 
是 exp ,log 和 和 sqrt。 和 抢 阵 进行 其 他 数学 画 数 运算 (如 三 角 画 数 ) 时 ,都 是 按 阵 列 运 算 规 则 进行 的 ， 
第 阵 可 以 是 任意 阶 , 其 命令 通用 形式 为 fanname(A), 其 中 funnatmne 为 常用 数学 画 数 名 。 
【 例 ] a 一 ones(3,4)ib 一 zerosf3， 4)4 
人 exXDIaD 
ans 一 
2.7183 2.7183 2 7183 2.7183 
2.7]183 27183 27183 2 7 了 83 


2.7183 了 2.7183 27183 2.7 了 183 
人 estby》 


ans 一 
1] 1 1 1 
1] 1 1 1 


1 1 1 1 
表 7.6 以 具体 的 计算 结果 给 出 了 矩阵 运算 和 阵列 运算 之 间 的 区 别 。 
囊 7.6 和 矩阵 运算 和 几 列 运算 的 对 化 (两 个 1Xx3 红 阵 x 和 7 之 问 的 运 掉 ) 


到 运 得 
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vv _ -一 -一 -一 一 一 -一 一” 





续 表 
证 阵 运 算 隆 列 运 莫 
和 和 一 一 . _ - 
xsAy 1877 XAy 5 
2 
0 i72 四 2 
2 x 1 2 7x 1 
372 273 
0 1 
X 站 口 了 3 x- ty 275 
00172 172 
可 172 加 172 
Xi ] X. 7 1 
372 372 
- 和 
区 Error X- ”了 32 
7 了 72 
， 
X ”2 下 rrer X.， ”了 | 
自 
了 
2 ”区 卫 rrer 4 





7.5 MATLAB 字符 串 


在 MATLAB 中 ,所 有 字符 串 都 要 用 单 引 号 ′' 将 其 界定 ;变量 可 以 用 字符 串 来 同 值 ,就 像 
变量 用 数值 赋值 一 样 。 但 要 注意 ,在 MATLAB 中 ,字符 串 中 的 每 个 字符 (包括 空格 ?都 是 矩阵 
的 一 个 元 素 , 字 符 是 以 ASCII 码 储 看 的 . 

『【 例 】 > 全 > s='student' 站 也 可 以 用 s 一 [student ] 

Student 

字符 串 也 可 以 象 数值 和 窃 阵 一 样 来 连接 ,形成 一 个 更 大 的 字符 串 。 

E 例 j ss 一 "student' ;sl 一 ”who 

s 一 [s,sl]] 中 连接 s 与 si 

studentwhe 

【 例 】 >>>> str_num 一 'abede 012345 十 6789" ; 

人 > 人 > lengthfstr_numy) 虽 字符 串 的 字符 总 数 
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2 sizelstr_numy 凶 把 字符 串 当 成 -个 些 阵 


上 计生 一 


1 17 
(1 字符 串 的 运算 :字符 串 的 适 算 由 字符 串 函 数 来 实现 ,有 转换 运算 和 换 作 运算 等 ， 部 分 


常用 的 字符 捉 范 数 如 表 7.7 所 示 。 
家 7.7 部 分 常用 字符 串 转 换 囊 






fprint 寺 把 格式 作 的 文本 写 到 文件 中 误 显 示 屏 上 












nurm2str 数字 转换 成 字符 串 
setstT ASC1I 转换 成 宇 符 搜 
str2num 宰 符 串 转换 成 数字 
evyal (string) 作为 一 个 MATLAE 命令 求 字符 串 的 值 
feval 求 由 字符 串 给 定 的 函数 值 






《2) 字符 串 和 数值 之 间 的 转换 : 芽 数 num2str 用 来 把 (阿拉 伯 ) 数 值 转换 成 字符 串 ( 数 值 ， 
再 站 过 字符 申 连 接 把 所 转换 的 数 和 代 人 到 一 个 字符 串 句 子 中 。 冰 孝 str2num 用 来 把 字符 串 ( 数 
值 ? 转 换 成 (阿拉 人 但) 数值 。 

【 例 】 汪 > 全 1 一 1:4; 

> YY 一 nume2strtly 

y 一 

1234 党 此 时 y 不 再 是 数字 ,而 是 字符 ,不 能 用 于 数值 计算 

> 1x*y 外 yy 用 ASCH 值 参与 计算 。 

六 甩 S 

4 32 3834 50 32 32 5 32 32 52 
zeky)》 

只 和 3 一 

1 13 儿 1X13 字 符 串 年 阵 
全 人 > 2 一 styz2numfkyy) 
7 
12345 允 此 时 z 是 数字 ,能 用 于 数值 计算 
人 
ans 一 
ad46 8 1] 
人 > Sefz) 
ans 一 
1 5 


(3) input 玫 数 ;函数 input 能 输 人 一 个 字符 串 :;x 一 input(” Enter anythjing > ss) 。 这 
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里 ,在 记 数 input 里 的 附 如 参量 ' s ' 告 许 MATLAB， 这 是 一 个 字符 串 ”， 

(4) feval 函数 : 郴 数 feval 与 eval 类 似 , 但 在 用 法 上 有 更 多 的 限制 . feval( han ,x) 求 由 字 
符 串 ' fun ' 给 定 的 函数 值 ,其 输 人 参量 是 变量 x。 这 说 明 , 降 数 [eval( fun xx) 等 价 于 求 funfx) 
的 箱 。 函 数 eval,feval 的 基本 用 途 仅 限于 在 用 户 创建 的 函数 内 . 一 般 地 ,feval 可 求 出 有 大 量 输 
人 参量 的 函数 值 ,例如 ,fevalt fun  ，x，yy， zl) 等 性 于 求 fun(x，y，z) 值 。 


7.6 MATLAB 语句 


MATLA3S 语句 有 表达 式 语 句 . 输 和 人 输出 语句 .控制 语句 .绘图 语句 和 显示 十 句 等 等 . 这 些 
MATLABR 语句 是 编程 的 基础 .MATIL.AB 表达 式 诺 操 已 经 介绍 ,这 里 只 介绍 其 他 的 几 种 语句 。 


7.6.1 控制 语句 


《1) for-end 循环 语句 的 一 般 格式 是 : 7 
fer 循环 变量 = 循环 参数 表达 式 
运算 式 1 
&I 本 1 ， 
for-end 循环 语句 的 功能 是 ,循环 允许 一 组 命令 以 固定 的 和 预 冠 的 次 数 重 复 。 
循环 参数 表达 式 通 常 是 “标量 (循环 开始 参数 ) :标量 ( 短 环 终止 参数 刀 或 者 "标量 (循环 开 


始 参数 ): 标 量 ( 递 增 或 递减 参数 :标量 (循环 终止 参数 ) ”的 形式 。 


【 例 】 nm 一 0;:1:10; : 
7 一 mi# :1 
for 1 一 1;11 
yfi) 一 sinmgrm(y >》 入 
End 


具体 操作 过 程 是 :在 for 和 end 庶 扣 之 间 的 运算 式 按 数 组 中 的 每 一 到 《column) 执 行 一 次 。 
在 每 一 次 迭代 中 ,y 被 指定 为 数组 的 下 一 列 , 即 在 第 n 次 循环 中 ,一 array(:，Dn) 。 
for-end 循环 谱 侣 不 能 通过 在 循环 请 名 内 给 循环 变量 重新 赋值 来 终 比 箱 环 过 程 , 应 该 利用 
break 命令 跳出 for-end 衢 环 。for-end 循环 可 按 需 要 入 大 。 
为 了 得 到 最 天 的 速度 ,在 for-end 循环 (while 逢 环 ) 窜 执行 之 前 ,应 预先 分 配 数组 。 建 议 最 
好 先 合用 zeros 或 ones 等 命令 来 预先 配置 所 需 的 内 存 ( 即 给 阵 ) 大 小 。 
(2) while-end 箱 环 语 名 的 一 般 格 式 是 : 
while 条件 表达 式 
运算 式 
end 
while-end 御 环 语句 的 功能 是 ,仅仅 知道 循环 产生 的 条 件 、 而 铂 环 次 数 为 不 确定 的 循环 运 
算 。 
循环 条 件 表达 式 通常 的 形式 是 : 
eXpPression TOP expressiomn 
这 里 rob 一 一 ,， 所, < 一 > 一 或 一 一 ， 
可 以 利用 break 命令 号 遇 while-enqd 循环 ,while-end 循环 可 以 按 需要 内 套 ， 
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63) if-else-end 分 支 语句 的 格式 之 一 是 ; 
寺 条 件 表 达 式 ; 
运算 式 ; 
end 
该 if-else-end 分 支 语 句 的 功能 是 ,如 果 在 条 件 表 达 式 中 的 所 有 元 素 为 非 办 ,那么 就 执行 这 
和 end 诸 言 之 间 的 请 句 。 
f-else-end 分 支 语句 的 格式 之 二 {( 当 有 两 种 选择 时 ?是 : 
if 条 件 表 达 式 
运算 式 1 
else 
运算 式 2 
etd 
该 ff-else-end 分 支 语 名 的 功能 是 ,如 果 条 件 表达 式 为 真 , 则 执行 第 一 组 命令 :如果 条 件 表 
达 式 是 彼 , 则 执行 第 二 组 命令 。 
-else-end 分 支 诺 何 的 格式 之 三 ( 当 有 多 种 选择 时 ?是 : 


计 条 件 表 这 式 1 
运算 式 1 
ejseif 条 和 件 表 达 式 2 
运算 式 2 
else 条件 表 达 式 3 
运算 式 3 
end 


该 寺 -etse-end 分 支 语句 的 功能 是 ,最 后 的 这 种 形式 ,首先 检测 第 一 个 条 件 表 达 式 , 当 条 伞 
表达 式 1 为 真 , 则 执行 运算 式 1; 否 则 ,检测 条 件 表达 式 2, 依 次 类 推 。 
4》 switch-easea-end 诺 何 的 格式 是 : 
switeh num 
case Pi 
ceomtmnand 1 
Case 刀 
cominand_ 2 
eaSse 也 


enItmab_ 3 


otherwise 
eorrttnan 可 -mn 
eeD 中 
switch-case-end 语句 的 的 功能 是 :一 下 参数 “num”* 为 其 中 的 某 个 值 或 字符 串 财 (如 nl 或 
n2 或 n3, 等 等 ), 就 执行 所 对 应 的 指令 (如 cornmnad-1 或 command_2 或 cominand_3, 等 等 ); 设 
有 对 应 时 , 则 执行 othetwise 后 的 语句 (corminand_n)。 
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me 一 一 一 一 


7.6.2 输入 语句 
输 人 语句 比较 简单 .下面 主要 通过 例子 说 明和 输 和 人 语句 的 格式 和 用 法 ， 
输 和 人 数值 : 
X= 一 inbuatfrplaease input a number:，) 
Please Input 8 number:22 (Enter) 
X 一 22 
输入 字符 串 ; 
x 一 inputt'please Input aa String ，sS ) 
Please input a strihtg:this ls a strimng 《Enter) 
无 一 fthisisaSsttlnEg 
MATLAB 执行 inpaut 语句 时 ,会 等 符 用 户 输 人 数据 ,在 用 户 完成 炒 据 输入 后 ,然后 肯 执 行 
下 .语句 。 因 此 ,在 input 括号 内 的 ' "中 ,一 定 要 有 提示 性 的 语句 ,以 便 MATLAB 在 屏幕 上 显 
示 该 语句 ,以 提示 用 户 输入 数据。 如 果 用 户 答 人 字符 串 数 据 ,还 要 用 加 上 's 属性 。 


7.6.3 输出 语句 


输出 显示 命令 有 两 种 格式 ， 
自由 格式 disp7: 

disp(23 十 454 一 29x 4) 

361] 

dispt thjs Is a StTime'》 

thts is a StIIng 
格式 化 输 山 (fprintfy ， 

扫 TintftrThe area 后 听 遇 5，areE] 

%% 注意 输出 格式 前 必须 要 有 “上 "符号 ; 跳 行 符号 为 "\”。 

The area is 12. 56637 儿 这 是 变量 area 的 格式 输出 值 , 售 5 位 小 数 的 8 位 数 。 

表 7.8 详细 给 出 了 各 种 格式 化 输出 数据 铬 式 的 具体 合 义 。 
家 7.8$ 格式 化 输出 数据 格式 ffermat》 


符 身 会 义 

0 Sequenee of echaractetst Duitnber specifieL by 下 ed 罗 记 让 
听 昌 Decimal numbers 

晤 请， 归于 ， 助 训 Fioating-point numbers 
和 Signed integet 
肥 5 Signed cetal integeT 
中 $ 点 SeTiegs 对 TOn-whife-sbace Characters 
师 Sined dectmal integer 
有 艾 与 攻 mead hexadecimal integer 


[…"] 和 EUerce Of echaracters 《Scaniistr 
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7.6.4 辅助 语句 


MATLAB 的 辅助 请 名 主要 有 注释 语句 .中 断 语句 ,暂停 语句 等 。 
4) 注释 车 句 的 一 般 格式 是 ， 
色 。 注释 文字 
注释 语句 的 功能 是 ,对 程序 中 的 语句 橄 必 烤 的 说 明 。 注 释 语句 紧 跟 在 被 说 明 语句 之 后 ; 文 
字 应 尽 可 能 中 肯 ,简单 .扼要 ,性 免 与 其 他 注释 相 放 司 。 
(2)》 中 断 酒 句 的 一 般 格 式 是 ; 
bteak 
中 断 语句 的 功能 是 ,终止 一 个 循环 请 名 的 执行 过 程 , 即 利 用 break 命令 跳出 for，while 循 
环 。 
(3) 暂停 语句 的 一 般 属 式 是 ， 
patlse 或 
patsetn y) 
暂停 语句 的 功能 是 ,pause 是 程序 特 时 停止 运行 ,直到 技 下 同村 键 ,继续 执行 程序 ;而 
pausetn) 是 中 断 n 秒 后 ,程序 自动 继续 执行 。 
请 注意 ,Ctrl-C 键 ( 即 同时 按 Ctrl 及 CC 两 个 键 ) 是 用 来 中 止 执行 中 的 MATT.ABS 的 工作 。 


7.6.5 回 显 语句 
回 显 语句 的 一 般 格 式 是 : 


echo onyof 媒 


回 显 庶 铝 的 功能 是 ,控制 是 否 在 屏幕 上 回 显 MATLAB 的 正在 执行 的 语句。 系统 默认 的 状 
态 是 eeho off。 该 语句 对 于 调试 程序 很 有 帮助 。 


7.6.6 绘图 语 铝 
在 MATLAB 中 ,使 用 绘图 语 各 绘图 非常 简单 ,在 后 面 专门 介绍 。 


7.7 M 文 件 与 M 男 数 


在 MATLAE 命令 窗口 中 , 键 人 一 行 命令 ,系统 会 立刻 执行 该 俞 令 。 这 种 人 机 交互 的 工作 
方式 称 为 全 令 行 运行 寞 式 。 当 运行 的 命令 较 多 时 ,如 果 采 用 命令 行 运 行 模式 ,直接 从 键盘 上 逐 
行 输入 命令 显然 比较 麻烦 ,并 且 程 序 可 读 性 差 , 难 以 存 情 ,此 时 应 该 采用 M 程序 运行 模式 。 所 
谓 M 程序 运行 模式 ,是 指 由 MATLAB 语句 构成 程序 .以 ASCII 码 文本 文件 的 形式 存储, 用 . m 
作为 文 件 扩展 名 的 MATI.AB 程 序 在 命令 窗口 中 的 自动 运行 。MATLAB 程序 可 分 成 M 文件 
和 M 画 数 黄种 :M 文件 即 命令 文件 (script file), 它 是 用 户 为 解决 问题 自己 编制 的 程序 ;:M 函 
数 即 函数 文件 (funetion file) , 它 是 一 种 子 程序 , 一 般 由 其 他 程序 调用 。 


7.7.1 M 文件 


MATIAR 阿 用 疡 提供 了 一 个 自主 编写 程序 的 环境 ,用 户 可 以 机 据 自 己 的 需要 ,灵活 运用 
MATILAB 的 效 数 (M 国 数 ?或 者 命令 编程 。 例 如 , 输 和 如 下 一 段 程序 ， 
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一 





1 一 一 上 人 0. :1 

WwW 一 ; 

人 一 172x#sinktyi 

ft 一 几 ， 关 CDsTwe 站:lenagthtlty 一 1 

plotkd,ftl7， 5 申 绘图 语句 
写 完 文件 用 db. m 文件 名 保存 (save? 后 ,在 命令 窗口 中 键 人 文件 名 db,. 则 显示 出 送行 该 文 件 的 
结果 。 这 里 要 注意 文件 db.m 的 路 径 是 理 设 置 正 确 。 

编写 M 文件 的 一 般 格 式 是 ;用 clear ,elose all 等 语句 开头 ,清除 掉 工 作 空 间 中 原 有 的 变量 

和 图 形 ,以 免 其 他 已 执行 过 的 程序 残留 数据 对 本 程序 的 影响 :文件 各 长 度 一 般 不 要 超过 8 个 字 
符 ( 英 文字 母 ,数字 和 干 划 线 ), 文 件 扩展 名 要 用 . m。 


7.7.2 M 函数 


M 函数 是 MATILAE 程序 的 一 种 形式 ,可 以 以 函数 调用 的 方式 调用 . 它 和 M 文件 之 则 的 卷 
别 是 , 它 由 function 开头 ,后 绥 的 函数 名 与 文件 各 相同 ,有 输入 /输出 变量 ,可 进行 变量 传递 ;内 
非 用 glebat 声明 ,程序 中 的 变量 均 为 局 部 变量 ,不 保存 在 工作 空间 中 .以 王 是 一 个 M 凋 数 示例 : 

funetion [TI,h] 一 Trapezdff_rameyaybny 


外 M 函数 的 定义 语句 烙 式 :等 式 左边 的 中 括号 内 的 参数 是 全 局 形式 参数 


听 等 式 右边 的 小 括号 内 的 参数 是 牌 部 变量 ( 实 参 ) 
funection 1T,h]==Trapezd(f nameyasb ny》 

hh 一 伸 一 an 

基 一 己 十 (0:n7y Xihhs 


1 一 |evalgf name xy) 
TI 一 hx (sutrnfft 一 上 (1) 十 Tengtheiy yy 73 
M 函数 编写 完成 后 ,一 般 用 M 函数 名 作为 文件 名 (如 trapezd. m) 来 保存 文件 


7.8 数学 图 形 的 绘制 


在 科学 研究 和 工程 设计 中 ,数值 计算 的 结果 一 般 是 以 数据 的 形式 反映 客观 世界 的 规律 ,但 
大 们 往往 希望 这 些 数据 结果 能 够 直观 化 ,可视化 ,以 恒 更 好 地 理解 这 些 数据 之 间 的 规律 ， 
MATLAB 的 图 形 处 理 功能 就 是 用 数学 图 形 来 反映 数据 之 同 所 存在 的 客观 规律 。 


7.8.1 二 维 数学 图 形 绘 制 


在 MATLAB 中 ,最 常用 .最 基本 的 绘图 是 二 维 数学 图 形 的 绘制 。 表 7.9 列 出 了 二 维 图 形 畏 
数 库 中 的 基本 图 形 画 数 。 另 外 ,在 通用 图 形 函 数 库 {grabhics) 中 ,cls ,fine 等 也 是 用 得 最 密 的 图 
形 函 数 。 

1) plot 绘图 亢 数 

MATLAB 最 基本 、 最 重要 的 绘图 命令 就 是 biot 绘图 绒 数 。 它 有 多 种 基本 的 调用 和 式 。 

plot(Y) 儿 如 果 立 是 实数 ,Y 就 是 它 的 列 (eolumn)y: 如 果 是 复数 , 则 相当 于 plot (real 

《YimagedYD7 
plot{( 基 YY，…) 外 绘制 X 为 横 坐 标 ,Y 为 纵 坐 标的 数学 图 形 


”5 * 次 佑 下 着 方 证 (LUMATLAKER 语言 版 ) 








pleoifXY, XI, YI 晕 ”同时 绘制 立 允 Xi YL 对 XI 的 数学 岗 形 
plorCX YLineSpee 邓 给 图 不 同 线 列 ,标识 ,天色 等 的 数学 图 形 
表 7.9 二 维 图 形 函 数 库 7gnaphzd7 
散 数 名 | 函数 功能 | 坝 归 名 函数 功能 
让 ploi 益 性 X-Y 坐标 除 恩 了 股 举 标 终 由 
XY laglog 1 双 对 数 X- 立 和 从 标 晒 图 plotyy | 用 并 ,在 两 种 Y 坐标 画图 
昏 下 


wrapx | 华 对 数 六 坐标 给 丁 keinilogy | 半 对 数 阅 举 标 综 婴 


学 标 Ms | 控 简 再 标 困 比 例 和 外观 下 在 平凡 位 党 建交 图形 辅 肝 
浴 制 | hofd | 保 拱 当前 图 形 


Te | 标 出 阴 名 (适用 证 三 维 转 形 ) 本 用 也 标 定位 文字 

图 陛 | Xibel |X 轴 标注 7 适用 于 三 维 图 珍 1 | iend | 奈 注 图 例 

注 蒂 | yinpel |Y 轴 标 尘 ! 适 用 璐 三 维 图 形 ] 隔 上 斩 出 标 网 格 ( 适 用 地 三 瞧 图 形 ) 
rexr | 在 图 上 标 妇 字 ( 适 用 地 三维 图 形 


打印 区 志和 打印 图 形 或 把 图 存 为 M 文件 on 设 定 打印 纸 方向 


【 例 】 1i=0:0.4001:105 IEC 








Fr 一 STILLT) ; 

Yaini(10w Ti JETETTITTTTSY TD 

c 一 外 ATi 可 ! 全 疏 下 和 利克 开 本 

plotfttUyPry ErY7Db 寺 ! 剧 | 亿 上 

在 本 例 中 ,用 绘图 语句 pjot 函数 的 不 同 参数 ,给 W | | 
制 出 到 型 和 颜色 不 同 的 两 个 数学 图 形 ,如 图 7.3 所 一 | 
示 。 两 条 曲线 各 自 有 一 对 变量 ,并 且 有 描述 颜色 的 参 。 " 人 川 | 
数 rtred) 和 5(bluey， LI 

2) line 绘图 函数 

在 MATLAB 中 , 绽 制 直线 ,使 用 lne 命令 ， 例 图 7.3 数学 函数 困 形 


如 ; 

Jine([Lo,5],1D,10]7 驴 到 制 点 (0 0) 到 点 (5y10) 的 直线。 

3) hold 和 elf 图 东 函 数 

在 绘图 过 程 中 :如 果 要 在 已 经 绘制 的 图 形 上 请 加 新 的 图 形 , 则 可 以 使 用 hald 命令 来 实现 
图 形 的 保持 功能 。bold on 表示 启动 图 形 保持 功能 ,hold off 表示 关闭 图 形 保持 功能 ， 

在 绘图 过 程 中 ,为 了 彻底 清除 前 面 图 形 的 影响 ,应 该 在 绘图 语句 的 前 面 使 用 clf 命令 。 


7.8.2 数学 图 形 属 性 修改 


1) 着 色 和 线 型 修改 
表 ?7. 儿 是 plot 绘图 两 数 的 若干 人 参数。 若 到 改变 黄色 , 则 在 座 标 对 的 后 而 加 上 相关 字符 唐 
好 可 ; 落 要 同时 改变 颜色 下 线 卉 (Line style), 则 也 是 在 坐标 对 的 后 面 加 上 相 美 字符 串 即 可 ， 
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表 7.10 Ju 给 图 命令 参数 
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cyin 竞 青色 
armmeihysf 全 生 色 






Pomit-hroken lne 






Broken 由 ne 


【 例 】 1 一 :10. 01;103DIorLtYSITECE Fr ) %% 效果 如 图 了 过 所 未 ， 


plot(Ctysin(ty cry 上 效果 如 图 ?7.5 所 示 。 
Cs -7 一 了 CE 


关 六 丙 责 enri P5 ed AP 


/ 4 / \ 7 


po 1 1 1 AR 








图 7.4 颜色 图 不 5 线 型 图 7.6 图 轴 苑 围 
2) 调整 图 轴 的 范围 


用 axis([xmin,xmaxyymiryymax]) 本 数 来 调整 图 轴 的 范围 。 
【 例 】 axis([0.6, 一 1.5,1]) 双 效 果 如 图 7.6 所 示 。 
3) 图 轴 ,标题 标注 与 文本 标注 
x 轴 、y 轴 及 图 形 标题 标注 命令 格式 为 : 
xjabel('input Value' 3 yabel(CFuncion Value');i Yite('rhis is a funcrion' )1 
文本 标注 命令 格式 为 ; 
Lext(0. 2 0,.8, 1(x) 一 Sin(CX)》 十 cos(2x)) 
效果 如 图 7.7 所 未 。 
#) 图 例 标 注 与 显示 格 线 
图 例 标 注 与 显示 格 线 的 格式 : 
legendty 一 Sin(x)) 色 指 定 图 形 的 式样 ,可 以 是 线 图 (jine plots)y 棒 图 Cbar graphs)， 
吃 饼 图 (pie charis) 等 
8TId OU 煌 在 当前 图 形 上 加 栅 格 线 


7.8.3 绘制 矩阵 的 图 形 


绘制 矩阵 的 图 形 , 可 以 用 中 of 命 今 . 在 MATLAB 中 ,M 文件 peaks.m 建立 了 一 个 矩阵 丝 
图 的 数据 ,用 plot(M 文件 名 ) 语 句 即 可 实现 矩阵 线 图 的 绘制 ; 
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plotCpeaks); 


屏幕 显示 如 图 7.8 所 示 。 
CE 
PR 7 Fa Br MO 下 Wi) [DT 

了 了 大 司 |4 AZ 丙 司 ” 


ce?| 


| 7 
aa ce ee 
全 





本 re 人 4 内 于 下 ea 一 2 126 /AP 
图 7.7 转轴 ,标题 与 文本 标注 图 7.8 和 矩 阵 图 形 

7.8.4 三 维 数学 图 形 绘 制 

1) 绘制 三 维 曲线 


绘制 三 维 曲线 的 命令 格式 为 : 
plol3(Cxzlvl,zl,LineSpecy) 
函数 格式 除了 包括 第 三 维 的 信息 (比如 Z 方向 ) 之 外 ,其 他 与 二 维 郴 数 plot 相同 。 其 功能 
是 :blot3 语句 将 绘制 二 维 图 形 的 函数 plot 的 特性 扩展 到 三 维 空间 。 


【 例 】 = 人 0:0.1;3)2# Pi 小 2 一 = 了 PP 
X 一 SIICCD) ; 
y 一 CDS(CEJ 
2Z 一 tanm(t) ; 


plot30x ,yz bo 一 ); 
效果 如 图 7.9 所 示 。 
2) 绘制 三 维 曲 面 
绘制 三 维 曲面 的 命令 格式 为 ; 信和 二 人 凡生 
mesh(z) 或 
resh(. ..C) 或 
reshet..-) 或 
maeshz0..) 等 
miesh (2z) 语句 按 照 xX 三 1 和 y 三 1m 绘 制 三 维 


-一 


0 Asp 和 本 1 唱 ? 








图 ,在 这 里 ,[m,n]=size(Z),Z 是 高 度 , 用 不 同 的 颜色 

表示 该 高 度 值 。 
% 为 绘制 三 维 图 形 而 从 六 生成 的 x 7 村 ， 
迷 和 Yy 和 矩阵 。 [xy 是 401x401 的 矩阵 。 


[xy] 王 meshgrid(xyx); 
r 一 Srt(X ”2 十 X, ”2) 十 epsj 图 7.10 三 维 曲 面 
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ZSINC(UF》 

Feshfzxy : 

效果 如 图 16 所 未。 

micsh(. ..,C) 语句 中 ,人 参数 全 代 表 颜色 的 数值 ,如 果 x,y:* 和 z 是 矩阵 ,那么 C 必须 是 一 个 
相同 大 洗 的 色 标 矩阵 ， 

meshc(, . . ) 语句 给 制 网 格 轮廓 线 图 ， 

【 例 】 [X,Y] = meshgrid( 一 3:, 125:3)， 

Z 三 peilks(X.Y); 多 为 了 方便 绘制 三 维 图 ,MATLAB 提供 了 一 个 peaks 函数 ,可 产生 一 

鸡 人 四 凸 有 序 的 曲面 , 包 舍 了 3 个 局 部 极 大 点 及 # 个 局 部 极 小 点 
mashe(X,Y,Z71 ax 人 一 3 一 33 一 105]) 
效果 如 图 7. 11 所 示 ， 


图 ?71 三 礁 图 形 图 7.12z 三 维 转 形 


meashz(..，) 语 句 依 参考 平面 绘制 两 格 四 周 门帘 线 图 (a curtain plor around the meshy) 。 
【 例 】 [EX3 冬 ] < 一 meshgridt 一 3:。 125:3); 
Z 一 peaks(X,Y); meshz(X,Y+2) 
效果 如 图 7.12 所 示 。 
【 例 】 绘制 三 维 曲面 之 例 一 ,效果 如 图 7. 13 所 示 ， 
Lxyyvz] 三 Peaks; 


subplor(2 21); 

meshz(xyyyvz); 站 曲面 加 于 门帘 线 
axist[-inf inf -inf inf -inf in 可 ); 

Subplor(2,2,2); 

waterfall(x ,yyvz)， 外 在 x 方向 产生 水 流 效果 
axXisf[-infinf -inf inf -inf in 人 ); 

suUbplot(2,2,3); 

meshc(x yyvz); 吸 同时 画 出 网 状 图 与 等 高 线 
axis([=inf inf -inf inf -inf in 吴 ); 

subplot(2 ,2 147 

SHITfeCX yz); 吕 同时 画 出 曲面 图 与 等 高 线 


axis(|[-infinf-inf inf -inf in 菇 ); 
【 例 】 绘制 三 维 曲面 之 例 二 ,效果 如 图 ?7.14 所 示 。 
subplot(2,2,1) 
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coOnIOUr3(CpPeaksy50); 5 郴 出 曲面 在 三 度 空 间 中 的 等 高 线 
axjsf|-inf inf -inf inf -inf in 人 门 》; 
subplot(2.,2,2) 
contour(Deaks，50); 铬 画册 曲面 等 高 线 在 XY 平面 的 投影 
subplot(2,2,3) 
t 一 linspacee(0,20HkPl 5017; 
plot3(t. <*Sinft)，t.、 #+cosft》， 1t); 为 画 出 三 度 空 间 中 的 曲线 
subplot(2,2,4) 
plot3(t.，# Sin(t)，t， xcos(t)，ty t. 5 sin(t)，t. ycos(ty， 一 1); 
多 同时 画 出 两 条 三 度 空 间 中 的 曲线 
m= 品 LT 二 Ta 


二 有 ww 
性 屋 有 和 AZ 惠 声 六 着 吕 尖 省 产 A 所 大 


和 一 
As 7 全 一 
$ 
由 生 
< e 1 一 
全 呈 
玫 站 ~， 从 @ 人 
? 了 间 刀 
4 4 
AN 
和 | 和 村 
达 必 ] 二 
呈 间 |_ 、 的 本 
sw -到 WA 一 
EC 了 sw -2 ， 
站 x 隆 ， “人 


了 了 ES 
图 7.13 三 维 虹 面 图 7.414 三 维 曲 夯 


附 有 
附录 A， 常用 MATLAB 程序 


本 附录 中 给 出 了 部 分 常见 的 数值 计算 方法 的 MATLAB 程序 , 供 读者 学 习 与 参考 ， 
A.1 非 线性 方程 求 根 程序 


1， 绘制 函数 图 像 程 序 
程序 名 称 fxg.m 


调用 梅 武 fxgfCT .name ,xmin ,xmax rn _ poirltsy 
程序 功能 ”绘制 给 定 函 数 y 一 区 xz) 的 图 像 。 
输 和 人 变量 fnaine 为 用 户 自己 编写 给 定 图 数 y=fHx) 的 M 困 数 而 命名 的 程序 文件 名 ; 
xmin 为 图 形 横 坐 标 轴 的 最 小 值 ; 
xmax 为 图 形 模 坐 标 轴 的 最 大 值 ; 
n_points 为 自 变 量 X 的 采样 数 ， 
程序 : 
function xi namerxminy xmax: nn .Points》 
frame 
dx 一 (ximax 一 XiminyAn points; 
XEB 一 Ximin :dx :XInaXt 
y 忆 一 evaiCf_ name .xpyi 
Plotfxp yp ri 咱 draw y= 一 TOx) 
X]abelt xiylabelCfCxy yytittetry 一 人 xx) 5hold on 
7 一 昌 , 电 共 XPi 
plotKxpyypy》 交 draw Xis 一 六) 
例 4,1 绘制 函数 /rz) 一 拓 一 5z 的 图 像 。 
解 编写 /xzr) 一 e 一 572 的 M 困 数 , 取 文 件 2 


名 为 ex 5x2.m， j0 
function y 一 EX 5X2fXD) 个 
一 eKXKD{tXJ 一 9， 并 其 ”了 二 
调用 程序 fxg.m 绘图 的 格式 为 ; 一 10 1 
1xg( ex_5x2 一 2.5,100) 0 


计算 绪 果 如 图 A.1 所 示 。 


一 3 
一 和 一 ] 必 ] 2 3 二 5 


图 4A,1 范 数 Fr 一 所 一 Sr 的 图 像 
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2. 对 分 法 程序 
程序 名 称 bisec_g. m 


调用 格式 bisec_ggT narme' ayey xminyxrmaxyn_- boints 》 
程序 功能 用 对 分 法 求 非 线性 方程 的 根 , 并 用 示意 图 表示 求 根 过 程 。 
答 和 人 变量 全 name 为 用 户 自己 编写 给 定 函 数 y 一 fx) 的 M 函数 而 命名 的 程序 文件 名 ; 


[acj 为 含 根 区 间 
xmin 为 图 形 横 坐 标 轴 的 最 小 值 ; 
xtnax 为 图 形 横 坐 标 轴 的 最 大 值 ; 
n boints 汐 自 变 芋 基 的 采样 数 。 
程序 ; 
function bisece -区 (T_natneyase xminyxmaxyn_ points》 
0 ae :end points of initial interval 
师 tolerance :， tolerance 
她 it .mit :limit of iteration nutnber 
吧 Y -ayY_eriyyvaliues of the curtrent end points 


elf hold of 

Clear Y_ aclear 了 

wid_x 一 xmax 一 Ximinidx 一 (xmax 一 xtmin)An_points， 

XD 一 XI YX: XiraXX# 

yDp 一 Jevalfl narmey xpy; 

plotfxPyypy rr yi 0 y 了 一生 X) 

xjabole x sylabelCfCx7 ytitleC Riseetion Method' ,hold on 


ymam 一 minCyp7zyrmax 一 maxfyp)rwid_y 一 yrmmax-ymini 


7 了 一 避 . 日 关 居 的 

plot(Cxpyp) 听 区 XeS 

fprintft Bisection Scheme nn ; 

fpPrintfCIt 旬 hb C 所 一 fa 7 


JprintfgC” fe 王 人 ec) absffc 一 二 ) absfc 一 a)72Nny; 
toleranee 一 0.0000015it limit 一 30; 
It 一 口 
Ta 二 Tevaltf_narmeyayi Ye 一 feval(f_nameye)y 
plotkt[ayaj],EY_a0], black' yitextfta 一 0.1#wid_yyx=a) 上 jine 
plotfEe:e],[LY_es0], black' yitextfc 一 0.3xwidyyx=e) 儿 jine 
1 乓 立 _ 站 基 立 CD) 
IPTInITC TayTe) Da 
else 
whie 1 
tit 十 1; 
b 一 (a 十 c)72; 
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YY_b 一 Jeval 人 -nameybyi 
Plotfl Dab] YY_bD] 多 ine 
pietkhb ,0 oo 嫩 口 point 
Ti 
textfby,wid_yy720,Lnum2strfit)]) 
下 可 
fprint 训 避 咱 3. 0f 闻 10. 人 是 10. 6 itaypby; 
Iprintit 上 10. 侍 肪 10. 人 上 410. 8 ea 
fprintff ”上 晰 12. 3e 邮 12. 3ewn ,abs(Y_c 一 全 ayabsfce 一 a772); 
ifabstc 一 a7?712< 一 tlerance ) 
fprintif Toletamnee 1 Satis 丘 人 dh 7 
breag 
全 人 人 
这 CIt2>it linait》 
fprintff Iteration Timit exceeded. sm 7 
breakg 
en 本 
让 《和 aa#Y bc 一 0) 
Ce 一 biY_ce 一 站 bi 
else 
站 一 和 Ya 一 bi; 
etd 
en 
fpPrintf (Finaj result ;Root 一 M%12.6f An by) 
eri 夺 
X 一] 
blot ([x,x],[L0. 05 x# wid_yy，0. 2 + Wid_y] giltextfxy 0 25 * wid_yy Final 
solution' ) 
PlotfLx ,Kx 一 罗 刘 -xx 0 004)],[0.05 关 wiid_yy0.09# wid_y]ry % arrow jine 
blotf[Lx (Kx 十 Wid_ 和 #D. OOd47] 0.05 交加 _y0. 09 :WwWwid_y] mm )》 上 arrow line 
例 A.2 求 .Fr 一 e 一 5z: 一 0 在 区 间 [0,1] 上 的 根 ， 
解 编写 六 rz) 一 和 一 5z 的 M 函数 , 萎 文 件 名 为 ex_5x2.m， 
funetioa y 一 ex_5X2KX》 
交 汪 人 XPEXD) 一 5 基 居 ”2 
油 用 程序 bisec-g.m 求 根 的 格式 为 
bisec-_gf ex_Sx2 01,0,1,200) 
求 根 过 程 如 图 和 .2 所 示 ,计算 结果 如 下 : 


Risecticon Scheme 


* 上 7 了。 
习 ， 

于 引 

1 Doooo0g0o 
2 0 500000 
3 500000 
1 日 .50000 
5 中 502500 
各 全 9375 
了 电站 量子 个 
8 1601563 
中 由 69015563 
10 人 603516 
11 0.604492 
12 口 .60D498D 
13 各 605225 
]4 站 605225 
15 由 605225 
ti 0. 605255 
17 品 605255 
1] 0 605263 
19 遇 605267 
20 站 605267 


Toleranee 13 Satis 玫 Ed。 


Finail result Root 
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如 1 3 
b 习 
0-5DD0D000 1. 0bu0n0nb 
0D.750000 1. DO00000 
DDN2o0U0 0 750000 
由, 362500 人. 625000 
昌 , 59375U 届 丰 25000 
,609375 .625000 
人 全 站 1 和 3 站 站 吕 汪 了 
.605469 口 .609375 
0 603516 站 60535460 
0 604492 0D- 605 和 二 6 
号 .0Dd98D 心 . 605469 
-四 05225 上 . 人 05 和 6 生 
D. 605347 癌 . 晶 吕 5 和 外 
日 . 605286 站. 105347 
HU 605255 站、 6D52886 
0 有 OO527 人 0D5286 
总. 避 站 2 有 站， 有 站 527 
0 DODo267 0 56085270 
0. 605268 .66005270 
已 ,605268 站 .60526 台 
一 虽 , 有 0D5268 


3，Newton 选 代 法 程序 


程序 名 称 Newt_g.m 


“~ 一 -一 


Hisecton Rethed 


总 , 攻 


fa 一 fa) 

NEH 
站 -了 3 和 有 7 
吕 、 3987] 
口 . 39 避 7 了 7 之] 
心 .>3023 
各- 蝇 生 总 站 了 
站 .站 4 

总 - 性 15581 
避 . 品 ] 55 人 1 

站 和 738D 
.日 避 写 之 上 
妃 . 由 人 1 31 
.OO0]179 
站 习 1 了 和 
0. 000]179 
站 折 站 站 05 1 
0.O00051 
0 DUODD 站 
DO.DDOnnn2 
0 DODOOD2 


避 , 允 


图 &.2 对 分 过 程 示意 图 


fc 一 ftEe) 
一 六 281718 
一 . 28171 各 
一 入 69550 
一 总 084879 
一 各 各 48 了 
一 作品 有 和 中 7 已 
一 心 . 站 17 可 全 
下 17408 
DO 
一 由 10000851 
一 人 000851 
一 0 00085 
一 0 000851] 
一 扣 - DOD330 
一 日 DOD0D78 
一 站 .DO0O07 态 
一 日 0000JI4 
一 站 .DO0014 
一 恬 . 0O00D1id 
一 由 ,000006 





人 了 7 站 有 ] 
bs ffc 一 fay 上 bstce- 一 到 A2 
3 2823 十 D0 5 000e 一 001 
2. 6808 十 DO0 2.5008 一 001 
1 094e 十 00 1.250e 一 001 
生 , 虽 30e 一 0D01 人 25 一 002 
2.579e 一 001 3.125e 一 002 
1 329e 一 DO1 工 33e 一 昌 吕 2 
5 548e 一 DO2 了 .和 13e 一 003 
3 299e 一 002 3.906e 一 003 
1. 643 一 DO02 1.953e 一 003 
8. 232e 一 003 9 7 了 766 一 004 
4 120e 一 003 4.BB3e 一 0034 
2. 0061e 一 003 2 441e 一 [04 
1.031e 一 003 1.2218 一 004 
9- 153 一 004 和, 104e 一 癌 门 
2.576e 一 004 3052e 一 005 
1 288 一 DOd4 1.5268 一 D05 
站, 44] 一 005 了 .629e 一 站 0 
3 220e 一 005 3.815e 一 06 
1.610 一 005 1.907e 一 1 
8 05ole 一 006 9.537e 一 007 


附 录 * 178S。 


调用 格式 x 一 Newt gfT name' ,xX0O,xminyxmax.na points》 
程序 功能 用 Newton 选 代 法 求 非 线性 方程 的 根 , 并 用 示 齐 图 表示 夺 代 过 程 ， 
输 人 变量 上 .name 为 用 户 自 己 编写 给 定 画 数 y=fx) 的 M 函数 而 命名 的 程序 文件 名 ; 
x0 为 根 的 近似 和 迭代 初 值 : 
xmit 为 图 形 摸 堂 标 轴 的 最 小 信 : 
xmax 为 图 形 横 坐 标 轴 的 最 大 值 ; 
n-points 为 自 变 量 久 的 采样 数 。 
输 人 变量 x 为 方程 的 根 。 
程序 ， 
function X 一 Newt_gtt nameyx0yxminsXxmaxyn Potntsy 
elf ,hold of 于 
Wid_Xx 一 xnax 一 xmihi dx 一 (人 XtmaXx 一 XIminlzn_ points; 
Xp 一 XEmin :dx :Ximaxy 
yp 一 {eval([_ name ,xb)》! 
plotCxp yp zt 74 咱 YY 一 乓 xx) 
xlabelfx' yylabelgdTfry srtitlet Mewton Iteratiom y holdq on 
ymin 一 minfypyyymax 一 maxtypJywid_y 一 ymax 一 yInID 
y 折 一 站 ,站 基 洪 户 ; 
Blet(CxPyyp) 上 XeS 
X 一 XU; 
xb 一 X 十 999; 
和 一 : 必 
由 el -一 和 .001: 
while abs(x 一 Xb)20.000001 
让 nm2300 
break; 
en 三 
fy 一 人 evalCi_narme ,x74 
Blot(Lx,xj],Ey,0J, black'); 
FlotCxy Do ) 
也 rintfn 一 名 3. 0 ， 和 王 几 12. 5e， 7 一 名 12. 5esn' nn xy)s 
in< 1 
textkx 一 Wid_y0,[Lnum2strfn7])， 
end 
yd 一 (evalti_ nameyx 十 del_x) 一 拉 A/del_x 电 derivative 
xb 一 X; 
X 一 Xb 一 yy_drivi 
nn 一 nn 十 T; 
PiotKLxhb ,x],[y,.0],g0 吃 tangent 


nd 


* 7 上 。 数值 计算 方法 (MATLAS 语言 版 ) 


昌 - 一 一 一 -上 一 ~。 一 一 -一 


plotLx,x] ,LO0 05 类 mi yy 0 2 Widy]r)itext(x 0 25 * WwW 这 yy Final 
saolutiorm' 》 
piot([Lx kx 一 wid -xx0.0047], [0.01# mid_yy 0 09wid yor) 
PlotfCx :CCx 十 wiid 人间 0047] 10.01x wii yy 0 0D09s mw 本 _y],r 
例 4.3 求 zr)= 一 天 一 5r 一 0 在 区 间 [3,5] 上 的 根 。 
和 解 ”编写 了 xz) 一 手 一 5z 的 M 本数, 取 文 件 名 为 ex_5x2. m : 
Junction y 一 exX 5X2KX) 
y 一 BeXBERRAX》 一 5 并 X， ”人 
山 用 程序 Newt-g.m 求 根 的 格式 为 ， 
X 一 Mewit_gf ex _5x2 ,3.7,3,5,100) 
求 根 过 程 如 图 和 .3 所 示 , 计 算 结果 如 下 ， 
n 一 0， x 一 4.50000e 十 000， Yy 一 一 1.12329e 十 00] 
n 一 1]1， X 一 4.74930e 十 000， 7 一 2.72433e 二 000 
nh 一 2，X=dt4. 100938e 十 000， y 一 和. 54043e 一 002 
nm 一 3， X 一 470794e 十 DO0， Yy 一 1.57526e 一 004 
媳 一 本， X 一 4 70794e 十 000， 7 一 1.24833e 一 DD7 
X 一 4.7079 


Mewteon ]teTaticon 





3 32 34 36 3.8 4 42 44 46 48 5 
财 A.3 Newton 选 代 法 求 根 过 释 示意 转 


A.2 插值 方法 与 曲线 氢 合 方法 程序 


1 Lagrange 持 值 法 程序 


程序 名 称 lagrange. mm 
凋 用 格式 7 一 iagrangefxOyy0,x) 
程序 功能 求 插值 点 x 处 的 画 数值 y。 


内 


输入 变量 xo,yo 为 已 知 的 离散 数据 ， 
x 为 插值 节点 。 
输入 变量 y 为 插值 节点 对 应 的 函数 值 
程序 : 
[urction 7 一 [granmngeTXD 7 次) 
Ti 一 jengthtxtD)3 一 上 全 全 t 人 X 7) 
Jor 1 一 1m 
z 一 Xi 
SS 一 站, 站 
for 上 一 1:n 
号 一 .全 
for j 一 了: 
计 一 一 
站 一 户头 《ZE 一 XDACXOCK7 一 xD 人 Di 
end 
局 村 
s 一 抱 关 YyOCKJI 十 5 
en 
yy 一 5 
R&D 二 


例 A.4 已 知 x=10.4: 0.1:， 0.8]; 


177， 


y 一 [一 0.916291 一 0.693147 一 0.510826 一 0. 356675 一 0. 2233144]; 


求 插值 点 0. 54 对 应 的 函数 值 。 
解 IagrangefCxyy,0. 54》 
ans 一 一 0. 6161 


2. 分 段 线 性 插值 示 数 和 曲线 拟 合 函 数 
实现 分 段 线性 捅 值 不 需 编制 冰 数 程序 ,MATLAB 自身 提供 了 内 部 攀 数 interbl。 调 用 格式 


如 下 


下 : 


汪 ， 


史 一 jnterp 凡 区 sy 其 门 


对 一 组 节点 (xy)? 进 行 播 值 , 计算 播 值 点 xi 的 函 赦 值 .x 为 节点 向 量 值 ,y 为 对 应 的 节点 天 
数值 。 奶 果 y 为 矩阵 , 则 捅 值 对 y 的 每 一 列 进行 : 若 y 的 维 数 超出 x 或 Xi 的 维 数 , 则 返回 NaN 。 
实现 曲线 拟 合 亦 不 需 编 射 函数 程序 ,MATLAB 自身 提供 了 内 部 画 数 polyfit。 调 用 格式 如 


一 polyfit (xyyn) 


对 一 扔 让 点 (xy)? 进 行 拟 合 , 计 算 拟 合 系数 此 c,x 为 节点 向 量 值 ,y 为 对 应 的 节点 范 数 值 。 
例 A.5 用 lagrange 插值 程序 ,分 段 线性 捅 信函 数 和 有 曲线 氢 合 函 赦 分别 研 究 了 =1.701 十 


2) 的 插值 、 分 段 播 值 和 拆 合 问题 ， 


解 程序 文件 命名 为 Runge. m, 编制 MATLAB 程序 如 于 : 


Cleatr 


*。178。 数值 计算 方法 (MATLAB 语 言 版 ) 


下 “= 一 一 症 一 


x 一 [inhspace( 一 5,5,1]) 
y 一 1.7(Ci 二 x, ”2) 
xn 一 [一 5:0.05:5]; 

YE 一 |agTange (XYyYyXnhhiy 
一 1. AL 十 xn ”2 
plot 《xnyyny tr 


holq on 
plaot (xny 上 nn， 一 bb ) 
hold om 
plot (xy oO 》 
hold om 
[一 input('switch i 一 1,2,39? ) 
Switch | 
Case 1] 
y 扫 一 InterDp1(X Xi 
Plot(Cxnyyp， xm ) 
hold on 
Case 也 
e 一 polyfitfxy yy873 
zn 一 pelyvalftc,xnyji 
plotfxnay2n，XE ) 
held om 
DtheTwWigs 台 
end 
运行 Runge.m 程序 ,y=1.7(1 十 x.”“ 2 的 lagrange 播 值 .分 段 插值 和 拟 合 结果 如 图 A.1 





.5 .5 .5 
-5 一 4-3-2-101234 5 -5-4-3-2-101234 5 -5 -4-3-2-1012345 
fl lagrange 才 全 (2 分 段 线性 岳 值 (和 轴线 报 台 

图 4.4 质 信 方法 和 氢 合 方法 对 比 


A.3 数值 积分 程序 


1. 复 化 磋 形 积分 法 程序 


程序 名 称 Trapezd. m 
调用 桥 式 ITrapezdt_name' ab ny) 


附 录 。 7。 


程序 功能 ”有 复 化 梯形 公式 求 定 积分 值 。 

输入 变量 f{f_name 为 用 户 自己 编写 给 定 郴 数 y=f(x) 的 M 王 数 而 命名 的 程序 文件 名 
b 为 祝 分 土 限 ; 
nm 为 积分 区 间 [a ,bj] 划 分 成 小 区 间 的 等 份 数 。 

输出 变量 I 为 定 积分 值 。 


程序 
funetion TI 一 工 rapezdt_namey ab,ny》 
一 《hb 一 apm 


X 一 引 十 (03sn) 关 
{ 一 ieval( natre yy 
I 一 hx*r sam 所 一 上 (Ci 十 [iength 人 22y7275 
hec 一 (人 b 一 ay)7100; 
XC 一 曰 十 50410007 关 Pces 
fe 王 fevalftf_name xc? 
plot(xc fc ri 
hold on : 
titletTrapezoidal Rule ?xlabelt x 7)4ylabelt yi 
plotCx 门 # 
PlotkXy*zerOS{fSizerX]D])》 
for 1 一 ]:n; 
plotCLxkty yxgi] LO TCD >; 
end 
例 矶 ,在 求 1 一 | sinzdz。 
解 ” 先 编制 ?= 一 sinz 的 M 画 数 ,程序 文件 命名 为 sin_-x. ms 
funetion y 一 5in-_XfKXxy) 
y 一 sin(x); 
将 区 间 4 等 分 ,调用 格式 为 : 
一 Trapezdt sin_x' 04piy4) 
计算 续 果 为 : 
TI 一 1. 8961 
将 区 间 20 等 分 ,调用 格式 为 ， 
J 一 Trapezdf sin_x 0spiy20) 
计算 结果 为 ， 
一 工 9959 
图 A.5 表 示 了 复 化 梯形 求 积 的 过 程 。 


2. 复 化 Simpson 积分 法 程序 
程序 名 称 Simpson. m 


“180 * 数值 计算 方法 (MATLADTR 雍 言 版 ) 





了 rapezoigdal RU Trupezoidal Ruie 

] .2 

1 

避 . 8 

0 

mm 

必 . 于 

昌 . 了 

必 

， 一 山 2 

上 站 1 1.5 2 2.5 村 3.5 0 必 5 ,5 2 25 3 3.5 

【i) 区 虽 | 4 等 分 (人 2) 区 间 2 等 分 


图 AS 复 化 棋 形 积分 
雷 用 格式 1i=-SimpsonfkfT-name' ,avb,ny) 
程序 功能 用 复 化 Simpson 公式 求 定 积分 值 。 
输 和 人 变量 和 name 为 用 户 自 己 编写 给 定 南 数 y 一 fx)? 的 M 函数 而 命名 的 程序 文件 名 ; 
a 为 积分 下 眼 ; 
b 为 积分 上 限 ; 
n 为 积分 区 间 tLa,bj 划 分 成 小 区 和 间 的 等 份 数 。 
输出 变量 TI 为 定 积分 值 。 


穆 序 : 
funection J 一 simbpsongf_nameyayhby ny) 
h 一 人 一 a)7ni 


X 一 和 十 50:myx#hh; 

{ 一 Jeval(f_narne 和 

N 一 lengthft 一 ] 

一 一 
fprintfe Data has only one intefval') 
TetUT 了 3 ; 

研 昌 本 

一 一 
I 一 hy 3 #《 瓜 1 十 4< 玖 2 十 下 3773 
return ; 

ea 本 

本 = 一 
TI 一 378xhxCfl) 十 3x 折 27 二 3xfC37 十 人 和 7 


retUurDn ; 


工 一 襄 ; 
本 2x#fioortNy 2 一 一 


附 录 “81 * 


IT 一 hb 3xf2xftN 一 2) 十 2xjN 一 1 十 4xfNDI 十 IN 十 1775 
IE 一 全 一 3 


已] 5 扣 


end 
T 王 Ethy 37xrgE1) 十 4xsumtfi2:oasm)) 十 2rfm 十 1775 
im >2 
TI 一 1 十 (hy37#2sesurmtgie3: 2:m73， 
end 
例 A.7 求 [ 一 | sinrdr。 
解 ” 先 编制 y 一 sinz 的 M 图 数 ,程序 文件 命名 为 sin_x. m: 
furction y 一 sin _xfXxy 
yy 一 SinfXy) 
将 区 间 14 等 分 ,调用 格式 为 ; 
I 一 Simpsonft'sin_x 0ypiyd4) 
计算 结果 为 ; 
y 一 
电站 77 0 7 DUO 


2 0 和 6 
将 区 间 20 等 分 ,调用 格式 为 ， 
TI 一 Simpsonf sin_x 0,pPiy20) 
计算 结果 为 : 
y 一 
必 ,1956 总 3309 49540587 是 7 了 1 .8DD9 
0. Bo930 0.9511 0 09877 .0000 0,9877 0.95]11  .898150 


间 , 80O90 707] .5878 0 4540 0 3090 D. 1564 0.D0000 
TI 一 
2 三 O 站 


A.4 常 微 分 方程 的 数值 解法 程序 


1. 改进 的 了 Euler 法 程序 


程序 和 名称 Eulerpro. mm 

调用 格式 【|X,Y]=Eulerproft'fxy' ,x0,y0，xend ,h) 

程序 功能 解 常 微分 方程 。 

答 人 变量 ”fxy 为 用 户 编写 给 定 函 数 Y=fxyy) 的 M 阔 数 文件 名 ， 
x0,xend 为 起 点 和 终点 ; 
7y0 为 已 知 韧 始 值 ; 


“1] 82 ， 数值 计算 方法 (MAT5 NB 语言 版 ) 





h 为 步 长 。 
输出 变量 藉 为 离散 的 自 变 量 ; 
Y 为 离散 的 哆 数值 。 
程序 ， 
Junection[xyy] 一 Eulerpragfixy,x0Oyy0，xend, hy) 
一 由 Xf(Xend 一 XO2Ah 3 
wy 1 一; 
XRD 一 XU 
foer 上 一 2:n 
XIK) 一 站 ; 
Y [KKD7 一 站 ; 
end 
for 1 一 1:0n 一 1 
xf 十 1 一 XO 十 sh 
yl 一 yti> 十 hxftevaltftxy, stysyti)7y 
y2 一 yiy 十 hxfevaltfxyyxti 二 12 71); 
YI 十 1 一 (71 十 y22723 


nd 1 
plotCxsy) 0 
全 A. 8 解 微分 方程 了 一 sinz, 其 中 mo 一 0， 
yo 一 0.2 
解 ” 先 编制 y 了 一 snz 的 M 冰 数 ;程序 文件 9 
命名 为 fxy.mi 一 小 
Funection 了 一 fxyegxyy) 
之 一 SInTX7》; _0.8 
取 步 长 0. 革 ,调用 格式 为 _1 
[和 ,了 一 下 ulerprotfxy 0 一 1，BPi ， 0 1 工 3 2.5 3 
0. 1 ) 图 上 .6 微分 方程 求解 锁 果 


计算 结果 如 图 A.6 所 示 。 


天 = 


0 0 100 92000 0.3000 和 4000 5000 0.6000 0.7000 
0. 8000 09000 1.0000 1.1000 1.2000 1.3000 1.4000 1.5000 
1. 6000 1.7000 1.8000 1.9000 2.0000 2.1000 2.2000 2.3000 
2. 4000 2.5000 2.6000 2.7000 2.8000 2.9000 3 0000 


y 一 

一 1.0000 一 0.9950 一 0. 9801 一 0..9554 一 0 9211 一 0 .8777 一 0.8255 一 0.7650 

一 ,6970 一 0 6219 一 0.5407 一 0. 454t1 一 0 3629 一 0. 2681 一 1707 一 0.0715 
0 0283 0. 1279 口 . 2262 疏 .、3222 0. 4150 0 5036 0 5872 心 ,66449 
癌 .7 了 735 站 .7 了 99 站 心 .8553 了 0 9025 0. 9406 0 9593 0 9883 


2.，Runge-Kutta 法 程序 


程序 名 称 
调用 格式 
程序 功能 
输 人 变量 


输出 变量 


程序 ， 


RungKtd4. m 
[XY] 王 Rung 攻 td 人 fxy yxoyD,xend VE) 


解 常 微分 方程 。 


fxy 为 用 户 编 罕 给 定 函 数 交 一 TIxy)? 的 M 画 数 文 件 名 ; 


x0,xend 为 起 点 和 终点 ; 


y0 为 已 知 初始 值 ; 
M 为 步 长 数 。 
共 为 离散 的 自 变 量 ; 
Y 为 离散 的 函数 值 。 


function [LX,Yj]=RungktdKfxy,x0Ovy0,xend ,My 
h 一 (xend 一 x0)7M 

其 一 Zeros(1.M 十 17); 
了 一 zerosf],M 十 1); 


六 一 20:h 


; 工 避 们 站 


1 一 Yi 
for 1 一 1;:M 


1 一 hh 其 feval(fxy 和 人 i) 人 


k2 一 hs fevaigfxy， 和 Cn)y 十 hz2 YI 十 kil727; 
k3=htfevaldixy， 和 ti 十 h72 YI 十 K272); 


k4 一 h + fevalgfxyy 基 人 十 hYCiy 十 区 7 


装填] 一 《十 (K1 十 2 < 其 2 十 2 关上 长 3 十 K43763 


Ti 


plot{ 基 ,了 ) 


例 上 A. 9 


36s 二 一 让 。 
解 ” 先 编制 了 =sinz 的 M 邯 数 ,文件 名 取 
为 {xy. tin; 


30) 


function Z 一 攻 y(xyy) 


必 一 S 


取 步 长 数 为 30, 调 用 格式 为 ， 


1nSX》 


解 币 分 方程 y 一 sinr, 其 中 o 一 0， 


[和 ,YY 一 Rungktd (人 70， 1 ， bl， 


计算 结果 如 图 A.y? 所 示 。 


大 一 = 


口 . 1 047 
,9425 
] .7802 
2 .180 


2094 
1.0472 
1 8850 
2 .7227 


吕 , 3142 
1. 1519 
1. 9897 
2. 8274 


如 ,4189 
.2566 
2 944 
2.9323 


1.5 


围 点 .了 


0 5236 
1. 3614 
2. 1991 
3.0369 


口 . 628 了 
1 .4661 
2 3038 
3. 1416 


0 7330 
1. 5708 
2 40D8 


了 .5 


入 分 方程 的 求解 过 程 


旨 ] 吕 本 


本 雪 .8 
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一 1.0000 一 0.9945 一 0.9781 一 0.9511 一 小 9335 一 和 8660 一 0.8090 
一 0. 6691 一 0.5878 一 0 5000 一 0 4067 一 0.3090 一 0 2079 一 各 1045 
号 145 b 2079 已, 号 忆 号 0. 4067 .900 0. 5878 人 .0691 
0. 8090 妇 ， 呈 得 总 已, 久 135 b.95]1 0 呈 781 已. 9 多 45 1. 0000 


A.S 线性 方程 组 的 数值 解法 程序 


1. 列 主 元 Guass 消去 法 


程序 名 称 Guass. tm 
调用 格式 [LU,P,PB,X]=Guass( 上 ,B) 
程序 功能 解 线 性 方程 组 AX= 了 ,其 中 凡 为 非 奇 异 抠 阵 。 
输入 变量 为 NXN 非 奇异 托 阵 ,方程 组 的 系数 矩阵 ， 
B 为 Nxt 具 阵 , 方 程 组 的 常 向 量 ， 
输出 变量 居 为 Nxl 和 矩阵 ,方程 组 的 解 向 量 ; 
U 为 NXN 矩阵 ,A 矩阵 消 元 后 形成 的 上 三 角 和 抵 阵 ; 
P 为 NX1 垂 阵 , 选 列 主 元 时 进行 的 行 变换 和 矩阵; 
FB 为 六 xl1 和 矩阵, 选 列 主 元 后 方 各 组 的 常 向 量 。 
程序 : 
LN ,N] 一 sizef 六 7) 
[LT 一 zerfostl]y MT; 
基 一 zeros(fN 17; 
了 了 一 zerosfN ,1 > 
Swap 一 2erosf1 ,NT7; 
Row 一 1] .Ni; 
fer + 一 1;N 一 1 
[max_a_ir,m] 一 maxfabs(AtriNry) 7 
Swap 一 页 (rr 》 
页 (tr 一 丰 导 十 m 一 1，;); 
和 人 T 十 如 一 1 :一 Swabpbi 
UtririN) 一 AririN yl 
二 一 了 DOwfr)i 
Row(r)y 一 Rowtr 士 一 1)} 
Row 十 mm 一 1 一 本 ; 
寺 Atrr) 一 一 
error( 页 js singilar，No unique solutionm' 
break 
end 
for 上 一 7 十 1:MN 
c 一 凡人 kr)7Afryr); 


一 


和 (kr 一 C3; 
上 kr 直 1:N) 一 上 人 Kir 二 1 NI 一 cxsAtrr 十 1:N); 
| 
LTINND 一 AN NT 
ed3 台 
P 一 Row ; 
PRBC1D) 一 责 (ROW《1775 
for 和 一 2:N 
PR 一 BCIRowtk) 一 丰 全 1:k 一 17*#PBCL:E 一 1); 
end 
XIND) 一 PBIND ATCNNDI 
for 一 人 一 1] :一 1:1 
叶 (K) 一 (PEB(Kk) 一 由 人 kk 十 1:ND)FXK 二 LN ACKE7; 
也 电 和 
例 4A.10 已 知 a 一 [5, 一 2,141.5, 一 352 1 一 5 一 [432; 一 11], 求 aX 一 5b 的 解 ， 
解 > 人 >[UP,PSB,] 一 Guass(a by) 
T 一 
pb. Do0 一 2 0000 1.0000 
全 .40 的 一 3.2000 
已 昌 一 本. 3333 


4. 00U0 
1 2000 
一 3. 0000 
站 一 
1.0000 
吕 ，0DO 
3.0000 


2，jacohi 迁 代 法 


程序 名 称 Jacobi, mn 
调用 格式 [区 ,全 | 一 Jacobifa,B,XOdelta, Nimary) 
程序 功能 解 线 性 方程 组 AX=B, 其 中 上 为 非 奇 蜡 和 矩阵 。 
输 人 变量 A 为 NXN 非 奇异 矩阵 ,方程 组 的 系数 矩阵 ， 
为 Nx1l 挎 阵 , 方 程 组 的 常 向 量 ; 
X0 为 NXTi 和 矩阵, 友 代 初 值 ; 
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人 


qdelia 为 允许 迁 代 误差 ; 

Nmax 是 程序 人 妇 定 的 最 大 选 代 人 次 数 。 
输出 变量 式 为 Nx1 和 矩阵 ,方程 组 的 解 向 量 ; 

K 程序 停 正 运行 的 实际 选 代 次 数 。 


程序 : 
function [ 民 ,和 ] 王 (AAA,B,XOdelta,Nrmax) 
N 一 LIength(R7; 
Jor 民 王 1:Nmax 
for 1 一 1:N 
其 (一 《人 (一 AG[1:i 一 1 十 LNJ)zXOCii 一 1 二 1:N]DAAG Di 
en 


ITT 王 引 bsSfROTHITA 一 居间 7 


relerr 一 erTACnorm( 其 7) 十 eps) 1 


及 日 一 居 : 
iffetrr<c deltay 上 Teletr<< deltay 
break 
| 
eoog 
其 一 其 ; 


讽 上， 1 已 知 a 一 [5, 一 2, 1 1,5, 一 352) 1 一 5],b 王 [14;2; 一 11], 求 ax 一 b 的 解 
解 人 人 区 X] 一 Jacobitab,[05050],0. DODT1 50D07) 


攻 一 
13 

村 一 
1.0001 
1 ,399 
3.0000 


3 Gunass-Seidel 夺 代 法 


程序 名 称 “CSeidel. m 
调用 格式 [KEK,Xj=GSeidei(A,B,XOdelta,Nmaxy 
程序 功能 解 线 性 方程 组 AX 一 了 ,其 中 上 为 非 奇 异 怎 阵 。 
输入 变量 A 为 NXN 非 奇 异 和 矩阵, 方程 组 的 系数 矩阵 ; 
B 为 NXx1l 上 矩阵, 方程 组 的 党 向 量 ; 
X0 为 扩 X1 矩阵, 迁 代 初 值 ; 
deita 为 允许 选 代 误 差 ; 
Nmax 是 程序 设 定 的 最 大 迁 代 次 数 。 
输出 变量 X 为 NXx1li 给 阵 , 方 程 组 的 佣 向 量 ; 
R 程序 停止 适 行 的 实际 先 代 次 数 。 
程序 : 
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Function [下 ,世人 Seldel(A,B,XDdelta Nmaxy 
J 打 三 lengthrRBy) ; 


jor 攻 一 1:Nmax 
Jor 1 一 1 :NM 
引 1 一 一 1 
XIfL) 一 (BO 一 和 (12:N)xXDOC2NDA AKCL 7 
elsel 1 一 一 
XIND=tBCN 一 AN1:N 一 1 + (LN 一 AN NT)7; 
else 
XX 人 (一 (By 一 和 fi1;i 一 17》x 和 Ci 一 ]7 一 AT 十 1:ND <XOGT 二 IDD7 
记 人 1 
ED 相 
end 


err 一 absftnormt 其 "一 其 癌 )); 


TeleIT 一 etTAnOITTRC 其 十 ePSs73; 


基站 于 呈 
让 (err<deitay|frejerr<delta) 
break 
ed 
eg 习 
其 一 其 ; 


例 A.12 已 知 a 一 [5. 一 2,131,5, 一 3;2, 1 一 51b=[4;2;: 一 11], 求 aX=b 的 解 。 
解 全 >>[ 玫 ,X]=GSeidelfa,b ,EL05050],0. 0001,500) 
芒 一 
10 
茂 一 
0. 9999 
2. 0000 
3.0000 
> 
人 [ 民 ,X] 一 GSeidelfab,[0050],eps,500》 
氏 一 
34 甘 一 
1 


3 
全 人 [区 ,X] 一 Jacobi(ab,[L03i030],eps,500) 
K 一 

半日 
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基 一 

1 0000 

2. 0000 

3.0000 

附录 也 部 分 习题 参考 答案 
习题 一 
1. 1 题 
(1》 je|j 执 1 x 工 一 0 5，|e [<-5 0 1092X 10-2,4 位 
2 “4580 


如 DUO5 
0.0414 


《2) |e| 去 0. o001X 广 一 0. 00005,|e | 去 





一 0 站 00121,.3 位 


(3) |ej 志 0.0001 X10:X 训 一 0， 05， le 入 DT 一 0 3731X10-3, 生 位 
或 le| 雪 工 X10-: 一 0 05， le 二 一 -065 0 3731X10-3,4 位 
2 0. 1340X 103 
] 0.005 


么 天方 一 0 | e| 管 0， 
《4 elstTX10-X 方 一 0.005 |e | 委 778DYX10 一 0. 1793X1073,4 位 


1.2 题 333,3.33,0. 00333 都 有 3 位 有 效 数 字 , 但 0. 00333 的 误差 限 一 0. 00001 最 小 , 故 其 精 
流 最 高 。 
1.3 题 
(1) 45800 和 458X1 人 9 不 一 样 ,有 效 数 位 分 别 为 5 位 和 3 位 。 
(2) 0. 00438 和 0. 0438X 10-1-- 样 。 
(3 0. 4105X102 和 0.04105X 103 一 样 。 
(4) 9800 和 98X10: 不 一 样 , 有 效 数 位 分 别 为 4 位 和 2 位。 
(5 0. 8070 和 10. 807 不 一 样 , 有 将 数位 分 别 为 4 位 和 3 位， 
1.4 题 v10 福 301 十 172X179 一 178X1781) 一 3. 16206 
ec 一 (3, 16206 一 3. 1622777)73. 16206 一 0 00688 凶 <0.1 鳃 
1.5 题 有 效 数 位 为 2 位 。 
1 65 题 有 效 数 位 为 3 位 。 
1.7 题 有 效 数 位 为 5 位 。 
1.8 题 不 能 ,有 效 数 位 被 随意 增加 了 。 
1.9 题 17(662* 663) 一 2.278x 10-8 
1.10 题 za 一 (v 2 一 1)5 伍 0. 0050506339 
(1) 99 一 70w 2 兰 99 一 70X1.4 一 1 
(2) 《3 一 2 2 7)3s(3 一 2X1.4)3 一 0 008 
(3)》 17(3 十 2 2 )3S17(3 十 2X1.4)3 一 0.00512 
(4) 1 人 CCY 2 十 ])5 关 17(01.4 十 1 一 0.0052 
(5) 17(99 十 ?0w 2 ) 兰 17(99 十 70X1. 4) 一 0. 00508 
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习题 二 
2.1 题 从 代 次 数 n 一 19. x 一 1.292496 
2.2 题 进 代 次 数 n 一 10，x 一 1.325195 
2.3 题 
(1) 对 0s 生 rsS 委 1 时 ，n 一 20，x=0. 677213，E 一 9.537e 一 007 
当 1 所 xz 委 2 时 ,nn 一 20，x 一 1. 906804，e 一 9.537e 一 007 
(2) 当 一 0.5<zrs0.5 时 ，n 一 20，X 一 一 沾 000001，5 一 9.537e 一 007 
当 0. 5 所 < 和 2 时 ，n 一 21，Xx 一 0.74688]1,E 一 7. 153e 一 007 
2. 4 题 
【1》 | 对 人 rz) 一 册 5926<] , 收 敏 。 
《2) | 腕 人) 一 0.4558<1, 收 艇 。 取 ro 一 1.5,z 一 由 (zo) 一 1. 4812,pyxrs 一 狼人 (7 一 1.4656 
《3) | 中 (Cz)| 一 104142> 人 1, 不 收 敏 。 
(4》 | 扣 (r71 一 2. 19002>1 ,不 站 误 。 
2.5 题 :一 下 一 了 GTA 户 (o 
(1》7o 一 1，n 一 4,z 一 0 67721288996077 
20 一 1.5，n= 一 5 T.90680389498678 或 
To 一 9， 一 5 如 一 1,.90680389497148 
(23 Yo 一 一 0.5，n 一 5 一 一 3.840496567839469e 一 D12 
to 一 1.4，n 一 5 一 0.74688174231442 
(3)》 ro 一 一 1. nn 一 上， 一 一 0 37141775272400 
To 一 4.2，n=5)z 一 4 70793791814277 
0 一 1，n 一 4 一 0. 00526712134827 
《4) To 一 2 n 一 5,zr1 一 人 45339765184558 
《5) ro 一 0，n 一 3 一 2.00000000000051 
2.6 题 
当 入 一 3v4 一 2 一 37 时 ,有 态 (z) 一 (一 2)2 十 (3vw4 一 2 一 3)52zr 一 3)2 一 5 
当 y% 一 一 3v4 一 2(0z 一 3 时 ,有 疡 (zz) 一 (一 272 十 (一 3Y4 一 2 一 3 和 十 2 一 3)2 一 5 
计算 结果 如 表 B, 1 所 示 。 


囊 B.1 1 







1 号 9363 有 3 
1. 89363663 
一 中 63929074 





1 了 362259 蝇 
















1. 7362259 站 一 之 699290743 
三 Cn0 了 了 .48228821]t 一 5.03940129 
了 .半生 08 入 2 1 和 8 一 5. 人 3894 人 125 
生 ， 站 2 症 7 卫 35 各 一 业 11712660 
生 .DZ2B73354 一 池 11712660 
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习题 三 
3. 1 题 AD) 一 所 二 当 X1 十 气 二 x2 一 村 十 卫 , 户 (1.5) 一 1 25 
3. 2 是 

() 一 宝生 多 (十 委 一 二 全 于 X(2 十 荆 一 也 人 一 于 X( 一 1) 


声 (1.5)》 一 一 0 625 
3.3 题 ps 人 CCz) 一 0.1000 十 0.0294 一 0. 0080 十 0.0000 一 0. 1234 


3. 4 题 
《CT 一 1)47 一 2 《 工 一 DZ7 一 2) ( 工 一 由 儿 工 一 ]、 
Pr) 一 《一 1 一休 六] 十 到 (二 2 二 YXT 闪 3 一 T 十 ] 
播 值 结果 为 一 次 密 项 式 ,3 个 数据 点 在 一 条 直线 上 。 
3.8 题 
下 -2 ) 一 23z- 一 
定 一 一 二 (村 1 十 号 十 量 十 一 237 一 27y 一 38 一 10 
裕一 革 ( 村 十 避 十 可 十 加) 一 一 2 十 463 一 8 一 0 
不 一 ]1. 67362，y 一 癌 246 申 8 
习题 四 
4. 1 题 


当 n 一 2,，4,，8, 165 时 ,计算 结果 分 别 是 ， 

(1) 0.3590 0.3498 0D.3474 0.3468 

(2)》 1.7539 1.7272 j.7205 1.7188 

(3) 0. 4083 0.4062 0.4056 0 4055 
4.2 题 0.9481 0.9871 0.9968 0.9997 1,0000 
4.9 题 工 一 0.4268 3 一 0.4309 CC 一 0.4310 T 一 0. 4310 
4.10 题 准确 值 I 一 1.7182818 

(1)》 区 间 177 等 分 工 一 1,.718286 

(2) 区 间 14 等 分 S=1.718282 
4, 11 题 


《1 》 i= 了 ,Si=1 


《 呈 ) 了 了 一] 1250.9:== 1 
(32 了 :一 1， 3556， 7 一 上 0313 ,了 3 一 |， OOD78 


习题 五 

5. ] 题 
x 一 0 0.1000 02000 站 3000 
y 一 0 0 0.0010 0.0050 
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《一 日 1000 惠 2000 3000 0 410 二 OO 
yy 一 1.0000 1.1000 1.1890 1.2652 1.3273 工 3742 
2) 有 一 b Th1lIoo0 0D2000 0.3000 0 41000 0.5000 
y 一 工 0000 0 Rob0 0.6505 0.5372 0.d501 0.3821 
3) 区 一 0 DiIoo0 02000 3000 全 4000 癌 5000 
YY 一 0o0o0 ou 全 4060 0 694 总 3333 


s.7 题 入 一 关 十 下 (十 2 十 38 二 向) 一 1 十 二 ( 一 1 十 2 (一 .66671) 十 二 X《 一 0 70597 一 


日. 7 有 7 了 二 日 3307 
s.8 题 将 二 和 阶 微分 方程 转化 为 一 阶 微分 方程 组 ， 
+ 一 如 十 丰 gn 


-5 一] 一 一 ]， 一 一 下 
[= 二 十 23 1 | 2 


T1 .21 一 一 ].2 人 一 一 上 .1]; 3 一 扩 ]1, 1 一 一 1.11111 
工 ?一 ].22 一 二 .4662yz 一 一 ].221 3 一 坟 1 0 一 一 ],25 
Tri. 3 一 一 20037393 一 一 荆 3302 3 一 内 1.3) 一 一 ] 42857 
3 了 1 一 1. 434 一 一 上 33309844 一 一 1 .55449001 yy 一 4 4 一 一 .66667 

习题 六 

6.2 题 不 如 分 解 。 

6.3 题 


(3 X 一 iis1), 消 元 过 程 如 下 ， 

2 1 1 14 1 0.5 05 2 1 05 45 2 1] 0.5 05 2 
1 3 2 6 25 15 40 1 06 16|-I0 1 06 1.6 
1] 2 2 5 0 1.5 15 3 0 0 06 06 0 0 1i 1 


《2) 元 解 , 消 元 过 程 如 下 : 


] 1] 一 1 3 1 1] 一 1 3 1 1 一 1 3 
2 1 一 1 Dj- 人 0 一 ] 1 一 fl-i0 1 一 1 6 
一 1 一 2 2 一 5 0 一 ] 1 一 2 00 0 4 
(37 X 一 (一 1.3636, 一 1.4545, 一 1.1818)7 , 销 元 过 程 如 下 |: 
] 工 1 一 十 9 
3 9 5 3 3 3 3 3 3 
1 |， 上 了 | 工 了 
1 1 4 站 避 3 5 站 1 了 村 
并 
3 3 3 3 3 3 
1 2 $ 
一 3 3 一 了 
0 1 本 一 
D 0 一 33 39 


6. 4 题 
(1t) 和 一 (3,1,1), 消 元 过 程 如 下 ， 
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| | 
| 一 
[ee 
中 
[人 
上 

上 
和 

中 -一 


3 4 一 2 1 一 2 一 1 一 1 41 一 


站 一 
站 一 了 4 11] 3 一 4 11] 
全 
4 2 芋 
号 了 号 1 
一 一 旺 避 站 | 一 
11 了 1 局 
4 一 了 本 


46.5 题 

《1 mn 一 30，X 一 人 .09090992.0000，3. 00007 

《2 nn 一 15，X 一 10000, 一 1.00001 

《2 nn 一 1 大 一 (1.50002. 0 一 4 20009 6. 00001 
.和 题 

《有 一 上 站， 其 一 【各 ,自身 有 间 芝 全 站 站 站 站， 抽 站 下 站 

《2 一 在 ，X 一 《1.0000 一 丰 OO00) 

《3 二 2，X 二 (1.50002.0000 一 4 200036.00007 
看, 日 题 X 一 (一 4392) 
{1. 1] 题 《AIE)CGEIA-) 
64. 11 题 

《1) rank(ka) 一 3，X 一 (2.5,4,3.5) 

《27) rank(a) 一 3，X 一 【一 2，2. 333,10. 333) 





[1 
[2] 
[3 
[4 


[5 
[6] 
EL7] 
[3] 
[9 
L10j 
[1 
局 2 
[13j 
[4 
[15j 
[16] 
[7 
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